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4 Devoir maison # 1

Pour le lundi 18/09/2023
Consignes• Les devoirs maison sont facultatifs. Pour autant, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision

des raisonnements, entreront pour une part importante dans l’appréciation de la copie. Les abré-
viations sont à proscrire.• La numérotation des exercices (et des questions) doit être respectée etmise en évidence. Les résul-
tats doivent être encadrés proprement, soulignés ou bien surlignés .• Il est rappelé également que recopier une correction sur internet est complètement inutile
pour tout le monde.

Exercice 1 ∣ Quantificateurs. [Solution] Soit𝑓 ∶ ℝ⟶ℝ une fonction. Exprimer à l’aide
de quantificateurs les propositions suivantes :
1. 𝑓 n’est pas une fonction constante.
2. 𝑓 ne prend jamais deux fois la même valeur.
3. la fonction 𝑓 présente unminimum.
4. 𝑓 prend des valeurs arbitrairement grandes.
5. la fonction 𝑓 prend toute valeur réelle.
6. la fonction 𝑓 ne peut s’annuler qu’en 0.
Exercice 2 ∣ Etude d’une proposition. [Solution] On considère la proposition𝒫 ∶ ∀(𝑥,𝑦) ∈ ℝ2, (𝑥+𝑦 = 1 ⟹ 𝑥2+𝑦2 ≥ 12) .
1. Écrire la négation de𝒫.
2. 2.1) Écrire la contraposée de l’implication figurant dans𝒫.

2.2) Écrire la réciproque de l’implication figurant dans𝒫.
3. Montrer, par une preuve directe, que la proposition𝒫 est vraie. Indication :

On pourra considérer les développements de (𝑥+𝑦)2 et de (𝑥−𝑦)2.
Exercice 3 ∣ Une récurrence simple. [Solution]
On considère la suite (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ définie par : ⎧⎨⎩

𝑢0 = 0,∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 =𝑢𝑛+ 𝑛+12𝑛+1 .
1. Calculer les 5 premiers termes de la suite (les fractions seront écrites sous forme

irréductible).

2. Démontrer : ∀𝑛 ∈ℕ, 𝑢𝑛 = 2−𝑛+22𝑛 (on rendra bien garde aux «parenthèses
cachées » lors des calculs avec les fractions ! Ne confondez pas 𝑎−𝑏+𝑐 et 𝑎−(𝑏+𝑐)
si 𝑎,𝑏 et 𝑐 sont trois réels.)
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4 CORRECTION

Solution (exercice 1) [Énoncé]
1. 𝑓 n’est pas une fonction constante :∃(𝑥,𝑦) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦)
2. 𝑓 ne prend jamais deux fois la même valeur :∀(𝑥,𝑦) ∈ ℝ2, (𝑥 ≠ 𝑦 ⟹ 𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦))
3. la fonction 𝑓 présente unminimum :∃𝑚 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑚)
4. 𝑓 prend des valeurs arbitrairement grandes :∀M ∈ ℝ,∃𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) ⩾M
5. la fonction 𝑓 prend toute valeur réelle :∀𝑦 ∈ ℝ, ∃𝑥 ∈ ℝ, 𝑦 = 𝑓(𝑥)
6. la fonction 𝑓 ne peut s’annuler qu’en 0 :∀𝑥 ∈ ℝ, (𝑓(𝑥) = 0 ⟹ 𝑥= 0)
Solution (exercice 2) [Énoncé]

1. La négation de𝒫 est 𝒫 ∶ ∃(𝑥,𝑦) ∈ ℝ2, (𝑥+𝑦 = 1) et (𝑥2+𝑦2 < 12)
2. 2.1) (𝑥2+𝑦2 < 12) ⟹ (𝑥+𝑦 ≠ 1)

2.2) (𝑥2+𝑦2 ≥ 12) ⟹ (𝑥+𝑦 = 1)
3. Soient 𝑥 et 𝑦 deux réels tels que (𝑥+𝑦) = 1.

En élevant au carré cette égalité, on obtient :(𝑥+𝑦)2 = 1, à savoir : 𝑥2+2𝑥𝑦+𝑦2 = 1 .
En outre, on a : (𝑥−𝑦)2 = 𝑥2−2𝑥𝑦+𝑦2 .
En regroupant les deux informations précédemment surlignées, on obtient :⎧⎨⎩1 = 𝑥2+2𝑥𝑦+𝑦2(𝑥−𝑦)2 = 𝑥2−2𝑥𝑦+𝑦2.
En additionnant terme à terme ces deux égalités (de sorte que les termes 2𝑥𝑦
« s’éliminent »), on obtient :1+(𝑥−𝑦)2 = 2(𝑥2+𝑦2)
Sachant que (𝑥−𝑦)2 ⩾ 0 (en tant que carré), on obtient :2(𝑥2+𝑦2) ≥ 1, donc : 𝑥2+𝑦2 ≥ 12, car 2 > 0.

On obtient bien : 𝑥2+𝑦2 ≥ 12 .
Solution (exercice 3) [Énoncé]

1. On a :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢0 = 0 ,𝑢1 =𝑢0+ 121 = 0+ 12 = 12 ,𝑢2 =𝑢1+ 222 = 12 + 24 = 12 + 12 = 1 ,
𝑢3 =𝑢2+ 323 = 1+ 38 = 118 ,
𝑢4 =𝑢3+ 424 = 118 + 416 = 118 + 28 = 138

2. On procède par récurrence. Pour tout 𝑛 ∈ℕ, posons𝒫(𝑛) ∶ 𝑢𝑛 = 2− 𝑛+22𝑛 .

Initialisation. 2− 0+220 = 2−2 = 0 = 𝑢0, donc𝒫(0) est vraie.
Hérédité. Supposons𝒫(𝑛) vraie pour𝑛fixé dansℕ.Montrons que𝒫(𝑛+1)
est vraie. On a, par définition de la suite :𝑢𝑛+1 =𝑢𝑛+ 𝑛+12𝑛+1= 2− 𝑛+22𝑛 + 𝑛+12𝑛+1= 2− 2𝑛+42𝑛+1 + 𝑛+12𝑛+1= 2−(2𝑛+42𝑛+1 − 𝑛+12𝑛+1 )= 2− 𝑛+32𝑛+1 ,

Par hypothèse de récurrence

donc𝒫(𝑛+1) est vraie.
D’où le résultat par le principe de récurrence.


