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Chapitre #

Nombres Réels & Trigonométrie

(ALG) 2

Opérations de bases............ Résumé & Plan

Sous-ensembles usuelsde R ... Ce chapitre consiste essentielle-

ment en des rappels des notions

Résolution d’équations et

d'inéquations................... vues par le passé. Afin de ne pas se
4 Parties majorées, minorées de Hirnitier & dfes. exemp}e\s 31'111.1p hs(;es
R & Partie Entiére .............. on sera parlols amene a utiliser des

notions et propriétés vues au lycée

Trigonomeétrie.................. g 2 IS
qui ne seront rappelées qu’apres.

EXErCiCeS .vuvuvrennnerenenorenes
La mathématique est une
science dangereuse : elle
dévoile les supercheries et les
erreurs de calcul.
— GALILEE

Lutilisation du x en
mathématiques pour
désigner une inconnue vient
de l'arabe, une traduction en
[frangais serait « la chose ».
— Le saviez-vous?

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un 9.

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P]. Si vous souhaitez les utiliser & un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours.

Nous supposerons construit I'ensemble R des nombres réels, ainsi que les sous-
ensembles usuels des rationnels, entiers efc.. Mais tout ceci cache des difficultés aux-
quelles les mathématiciens se sont frottées pendant longtemps : celle de la construc-
tion de ces ensembles. Par exemple, qu'est-ce que I'entier 1, 2 etc.? Dans le livre Prin-
cipia Mathematica (1910), il faut environ 300 pages a WHITEHEAD et RUSSEL pour
démontrer que 1+ 1 =2.

%56443. F:ia,Bel.d:anB=A.=.auvfBe2

Dem.
F.%5426.DF:a=tz.8=1y.D:avBe2.=.2%y.
[%51231] = znty=A.
[%1312] =.anfB=A (1)

F.(1).%11-1185 .2
Fi(ge,y).a=tz.B=1ty.DtavBe2.=.anfB=A 2)
F.(2).%11'54 . %52'1. D F. Prop
From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 +1 =2,

Nous ne nous poserons évidemment pas de telles questions ici.

n OPERATIONS DE BASES

n Addition & Multiplication

Lensemble R est muni de deux lois internes : 'addition notée + et la multiplication
notée x. Pourquoi les qualifier d’internes? Car elles prennent en argument deux réels
et elles renvoient un autre réel, on reste donc « dans 'ensemble R » :

+:RxR—R, x:RxR—R.

Rappelons quelques propriétés de la loi additive.

— Proposition 1| Propriétés de 'addition
Soient x,y,z € R. Alors :

[Interne] x+yeR,

® [Associativité] (x+y)+z=x+(y+2).

® [Commutativité] x+y=y+x.

® [Elément neutre] x+0=0+x = x. Ondit que 0 est un élément neutre pour
I'addition.
[Elément opposé]
pour l'addition.

X + (—x) = 0. On dit que —x est l'élément opposé de x
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— Proposition 2 | Propriétés de la multiplication
Soient x,y,z € R. Alors :

® xxyeR,

® [Associativité] (x xy)xz=xx(y x z).

® [Commutativité] xxy =y xx.

e [Elémentneutre] xx1=1xx = x.0ndit que 1 est un élément neutre pour

la multiplication.
. 1 1
® [Elément inverse] Six # 0, alors x x <= 1. On dit que — est ['élément in-
X

verse de x pour la multiplication.
® [Distributivité] xx(y+z)=xxy+xxz.

Remarque 1 Il existe un vocabulaire — mais [H.P| en BcpsT — pour les en-
sembles munis de lois. Ici, avec les propriétés précédentes :

® (R, +) est qualifié de groupe commutatif,

® (R, +, x) est qualifié de corps commutatif.

m Rappels de calcul fractionnaire

e Attention
a+c a
°

JE+2) 10 3y1 1 3
5. Pourtoutt +#0, —=—[t+—-|—-=—=|1+ —|.
t 2 t)t 2 12

On rappelle également les grossiéres erreurs ci-apres, a ne plus commettre bien
sar.

P 5 i : on ne simplifie PAS dans le cas d'une addition,
c -
a a a
bt * b + — : on ne sépare PAS une somme au dénominateur.
c c -

De plus certaines fractions possedent une forme particuliere, dite irréductible.

— Théoréme 1| Forme irréductible d'un rationnel
Tout nombre rationnel non nul peut étre écrit d’'une et une seule maniére, appe-

lée sa forme irréductible, sous la forme P avec p € Z, q € N* et p et g premiers

entre eux (i.e. qui ont 1 pour seul diviseur commun). Autrement dit :

VxeQ*,3A!(p,g)eZxN*, x = Z et p et g premiers entre eux.

On rappelle ici brievement les regles de calcul usuelles du college relatives aux frac-
tions.

— Proposition 3 | Calcul fractionnaire
Soient ((a, ¢), (b, d)) € 7% x (N*)?. Alors :

a ¢ a+c a ¢ ad+bc
o — 4+ —= , ¢ — 4+ —= ,
b b b b d bd
a
° EXE—E ° Sic;&() E—a_d
b d bd 'g bc’
Exemple 1
13+5_ 13 . 5 49 7
28 42 2x14 3x14 2x3x14 12
ex
x(1+—
x+e* X er
2. Pourtout x #0, = =1+—.
3x | xx1 s 1x
x“+xIn(x)-2 x xIn(x -2 2
3. Pourtout x >0, A=—+ ()+—=x2+ln(x)——.
X X X X X
2,.x 2
e
4, Pour tout x £ 0, = —e* = xe".
X X

Dans la pratique, pour obtenir la forme irréductible, on divise numérateur et déno-
minateur par le plus grand diviseur commun.

L L. 495
Exemple 2 Mettre sous forme irréductible w0

4
m Rappels sur les égalités et inégalités
Notation

On note x < y lorsque x —y <0, et x < y lorsque x — y < 0. On définit de maniere
analogue x = y,x > y.

Pour comparer deux quantités, on peut faire leur différence et étudier son signe, sauf
sila comparaison est évidente. De plus, deux réels se comparent toujours : on dit que
R est rotalement ordonné. On peut alors définir quantités ci-apres, que nous utilise-
rons parfois.
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Définition 1| Max / Min
Soient x, y € R, on définit alors

x six=zy,

max(x,y) = { et

y sinon,

y six=y,

min(x,y) = {

sinon.

=

Passons a présent aux propriétés de I'inégalité.

Proposition 4 | Propriétés de <
Soient x,y,z € R. Alors :

® [Réflexivité] x <x.
® [Anti-symétrie] x <y,
® [Transitivité] x <y,

y<x <= x=y.
y<z = x<z.

MANIPULATION D’EGALITES ET D'INEGALITES. On va rappeler dans ce paragraphe les
propriétés élémentaires de manipulation des égalités et inégalités sur R vues dans
les classes antérieures.

— Proposition 5| Manipulations d’égalités & d’inégalités
Soient x,y,z € R.
® [Additionner=] x=y < x+z=y+z.
® [Multiplier =] Sideplusz#0,alorsx =y < xz=yz.
® [Equation produit] xy=0<=> x=0 ou y=0.

® [Signe d’un produit]

x,y sontde méme signe

xy =20 (resp.<0) = { (resp. signe opposé).

[Additionner <]
® [Multiplier <]
X<y < xz<yz.

XSy < x+z<y+az.
Side plus z > 0, alors :

Side plus z <0, alors :
XSy < xz=yz.
® [Multiplier/Additionner des inégalités]
X<y, zZz<t= X+z<y+tL.
<k <y,

® [Inverser des inégalités]

Soit de plus ¢ € R. Alors :

O0sz<t=0<sxys<zl.

<

=

x <y et x,y sont de méme signe non nuls <=

< | =
K|

® On peut donc multiplier une égalité par une quantité strictement positive, et
ajouter/soustraire par le méme terme de chaque coté.

® Lesigne d'un produit de deux éléments permet de caractériser le signe de chaque
terme du produit.

® On peut donc multiplier une inégalité par une quantité strictement positive.

® On peut donc multiplier une inégalité par une quantité strictement négative en

inversant le sens de 'inégalité.
® On peut donc additionner deux inégalités, et les multiplier sous réserve qu'elles
ne fassent intervenir que des nombres réels positifs.
® On peut donc inverser deux inégalités faisant intervenir des réels non nuls de
meéme signe.

Bien entendu, toutes ces propriétés s'adaptent a des inégalités strictes, et s’étendent
a des sommes quelconques de termes.

Proposition 6 | Sommer des inégalités

Soient x,...,X,, 1, ..., ¥, des réels, et n € N*. Alors :

Vie[l,n], x;<y, = xj+-+x, <y + "+,

e Attention

-1<2<2, )
® On ne soustrait pas des inégalités. Par exemple, { L<o et on n'a clai-
<

0<

rementpas-1-0<2-1<0]
Sion veut encadrer une quantité du type x — y, on peut encadrer x et encadrer
y puis multiplier 'encadrement de y par —1 (ce qui change le sens!), puis
sommer les inégalités pour terminer.

® Lorsqu’'on multiplie ou 'on divise une inégalité par un nombre négatif, cela
en change le sens aussi, puisque diviser par un négatif revient a multiplier par
son inverse (qui sera négatif).

. , l=a=<3,
Exemple 3 Soient a et b deux nombres réels tels que :
—-4<bsT.
a+b 3a-b
Donner un encadrement de etde >
4



BCPST1 (€9 2023-2024

L& / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

COMPOSITION D'INEGALITES PAR UNE FONCTION MONOTONE.  Soit f une fonction définie
sur un ensemble D c R et a valeurs réelles. Rappelons que (nous le reverrons dans le
chapitre sur les fonctions) :

® f est dite croissante (resp. strictement) sur D si

V(x,y)eD?* x<(resp.<)y = f(x)<(resp.<)f(y).
Autrement dit si on peut appliquer f a une inégalité en conservant l'ordre : les
images sont rangées dans le méme ordre que les antécédents.
® On dit que f est décroissante (resp. strictement) sur D si

V(x,y)eD? x<(resp.>)y = f(x)=(resp.<)f(y).
Autrement dit si on peut appliquer f a une inégalité en inversant l'ordre : les
images sont rangées dans l'ordre inversé des antécédents.

Ainsi, la monotonie d'une fonction permet de manipuler des inégalités. Voyons
quelques exemples. Enfin, on termine par une remarque importante.

Remarque2 (= devient < en cas de monotonie stricte) Pourlesfonctions
strictement monotones, on peut remplacer le symbole « = » par « <= » dans
la définition précédente.

Exemple 4
® V(x,y)eR?

4

X<y < e*<e, car:

® V(x,y)e(R¥)? x<y < In(x)<In(y),car:

® V(x,y)e(R,)

4

x<y < x*<y? car:

1 1
® V(x,y)e(R¥)? x<y < —=—,car:
x

4

Attention
Il est faux de dire que

V(x,y)elR? x<y = x?<j?
car a — a® n'est pas monotone (c'est-a-dire croissante ou décroissante) sur R.
En revanche, il est juste de dire :

V(x,y) €|(RT)?], x<y = x?<y?
V(x,y) €|(RT)?], xzy = x?=y2

Puissances entiéres

— Définition 2 | Puissances entiéres
Soit x € R, on note x? le réel x x x. Pour n € N on définit par récurrence le réel x"

par:

x=1, x'=x, x"'=xxx"

Pour x # 0 et n € Non définit x " par: x7"=—.

De maniere plus explicite, avec les notations précédentes, on a:
1

x >< cee x x :
e—
n facteurs
De maniere générale, nous serons capable de définir ultérieurement x* avec x >

0,a € R et méme x* avec x € R lorsque « est I'inverse d’'un entier impair, mais il
faudra attendre les rappels sur la fonction exponentielle et le logarithme. Rappelons
les regles usuelles sur les fonctions puissances.

—-n

x"=xx-xx, x"=

n facteurs
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— Proposition 1| Regles sur les puissances
Soit (x,y) € R? et (n, p) € Z* de sorte que les puissances ci-apres soient définies.
Alors :

n+p _

& x"P =x"xxP (x")P=x"P (xxy)t=x"xy"
n n

. b x
® Sionadeplusy>0,alors: (;) =—.

® Sionade plus x >0, alors :

Exemple 5 (Quiz) Cochezla bonne réponse.

1

Expression Réponse A ‘ Réponse B Réponse C
ata® = o o g a'® O ab
a’b® = O (ab)*b g (ab)® O (ab)®
(3")2 = o 3" O 6" o 9"
(a”2)3 = o " o a” o a”
a?)n (an)z — O a3n3 0 an2+3n O a5n
3\k 3\k 3\2k
N L | R L - B e v
4 2 2
9\-k 9\k 3\k
32k+lp=k — O 3(—) O 3 (—) 0 9(—)
2 2 2
2" 42" = O 4" o 2n+ i
(_2)2n+1 — O (_2)2n+1 0 (_4)n+1 O —2x 4"
ny2
2 1
2 x ((L—) ) = |O 2" o 2"+ O
2 2n—1
Exemple 6 Ecrire sous la forme 27 x 37 avec p et g deux entiers relatifs :
] 23 x 32
T 3tx38x671
’l
322 +321
2, ———— =
322 _ 321

(32 x (_2)4)8 ~
T((-3)px23)2

o
127 % (-3)°
(2P x182x167
S

Les puissances de —1 sont tres faciles a calculer, elle dépend simplement de la parité
de la puissance, la preuve étant une simple disjonction de cas dans la définition de
la puissance entiére.

Proposition 7 | Puissances de —1
Soit n € N. Alors :

(-1)" = 1 si nestpair
| -1 si nestimpair

Preuve

S

Proposition 8 | Identités remarquables
Soit (a, b) € R?, alors :

(a+b)?>=a*+2ab+b* (a-b)>=a*-2ab+b* a*>-b*=(a-b)(a+h).

Preuve  Elles se démontrent directement a l'aide de la définition et des regles usuelles de
développement : par exemple,

(a+b)?=(a+b)a+b)=a’*+ab+ba+b*=a*+2ab+ Db
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Exemple 7 (Puissance 3) Développer (a + b)3, (a — b)(a® + ab + b?).

Remarque 3 (Généralisations possibles)

® (a+b)*=a*+2ab+b?* (a-b)*=a®-2ab+b*seront généralisées dansle
chapitre sur les sommes/produits en la formule dite du bin6me de NEwTON.

® 4’ —b*=(a-b)(a+b)possede elle aussi une généralisation a toute expres-
sion de la forme a” — b", n € N. On l'appelle 1'identité de BERNOULLI mais
hors-programme en BCPST.

ENCADREMENTS ET PUISSANCES ENTIERES. Nous avons un résultat sur la manipulation
des encadrements et des puissances, qui précise en d’autres termes la monotonie de
certaines fonctions puissance, le voici.

— Proposition 9 | Puissances et encadrements
® Soit n =2k +1 € N un entier impair, k € N. Alors on peut toujours élever a la

puissance n un encadrement, c’est-a-dire :

Vx,yeR, x<(<)y = x"<(<)y".
Autrement dit, la fonction x — x?¥*! est (strictement) croissante pour tout
k €N.

® Soit n = 2k € N un entier pair, k € N. Alors:
© on peut toujours élever a la puissance n un encadrement positif, c’est-a-
dire:
Vx,yeR, [0k <(<)y = 0<x"<(<)y".
o On peut toujours élever a la puissance n un encadrement négatif a
condition de renverser 'ordre, c’est-a-dire :
Vx,yeR, x<(<)y<s0= y"<(<)x"<0.

Autrement dit, la fonction x — x2* est croissante sur R* et décroissante sur

R pour tout k € N.

Preuve Conséquences directes des monotonies des fonctions usuelles, voir le chapitre sur
les fonctions.

m Racines carrées & cubiques

On sait élever au carré des réels, ou a une puissance plus grande. On peut aussi se po-
ser la question inverse : est-ce que tout réel peut étre vu comme le carré d'un autre?
le cube d'un autre? Pour la racine carrée la réponse est clairement non pour les né-
gatifs (un carré est forcément positif), et oui pour les positifs. Pour les cubes, il y a
toujours existence et unicité.

— Définition/Proposition 1| Racine carrée & Cubique
® [Racine carrée] Soit x € [R*]. Il existe un unique réel positif, noté 1/x, ou
encore x%, tel que :
Vi =x
On appelle ce réel la racine carrée (ou simplement parfois « la racine ») de x.
® [Racine cubique] Soit x € R. Il existe un unique réel, noté \3/_ , OU encore
x3 ,tel que:

({‘/})3 =x. Onappelle ce réel la racine cubique de x.

Remarque 4 (Comment comprendre ces deux propriétés?) En anticipant lé-

gerement sur le chapitré dédié aux fonctions, tracons les graphes des fonctions

x — x2,x — x3. On voit qu'il existe :

® un unique antécédent de x € R pour la fonction cube, et ce pour tout x.

® En revanche, pour la fonction carrée, les négatifs n'ont pas d’antécédent, et
les positifs en ont deux.

Par ailleurs, les notations Xz , X3 apparaitrons comme plus claires aprés le cha-

pitre sur les fonctions.
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¥y Attention Racine d’'une somme
On ne peut rien dire de la racine d'une somme. Par exemple, /9 +16 = /25 =
5+3+4=17.

Attention Notation racine

Lesymbole \/ estréservé a cet usage, on n’écrira jamais de racine carrée d’autre
chose qu’un réel positif.

Définition 3 | Quantité conjuguée

3 h GiTA A g i PAitA . . . 2
X—Xx Positivite imposée pour avoir unicité (SmentA €RetBeR,.Le nombre A — /B estla quantité conjuguée de A + v/B.
. . _ _ 2 _ . . .« . s
Attention Racine d’un carré On,a alors la relatl.on : .(A"‘ \A/E) (A \/E) =A ,B~ Ml’ll'UPh.er par la quantité conju
, guée permet de faire « disparaitre » les radicaux d'un dénominateur ou encore d’étu-
La quantité v/ x2 est définie pour tout x € R puisque x“ = 0. En revanche, sur R, dier le signe d’expressions de la forme A(x) + B(x). Par exemple,

nous n‘avons pas \/x_zx. Parexemple,\/(—2)2=\/Z=2¢—2. 1 _ 4+\/E _4+\/E_4Jr
4-+/15 (4-1/15)(4+/15) 4*-15

Exemple 9 (Calculs avec des radicaux) Mettre sous la forme a\/E avec b le

V15,

Exemple 8 Déterminer /8 ainsi que V/—27.

4 . . . . . . . .
P plus petit possible ou faire en sorte qu’il n'y ait plus de racine au dénominateur.
1 1
V72, 3v125, —, .
V3 V2-1
7
— Proposition 2 | Régles sur les racines carrées o—

Soit (x,y) € (R*)*>.Ona:

[ ] ‘/xxy:\/;x\/J_/,
® Sionadeplusy>0,alors: \/E:\/—}
Yy Wy

— Proposition 3 | Régles sur les racines cubiques o—

. 2 ) — Proposition 10 | Racines et encadrements
Soit (x,y) eR%, ona: ® On peut toujours appliquer la racine carrée a un encadrement positif c’est-a-

o Yxxy=yxxy. dire :

3
® Sionadeplusy +0, alors: 35:@. Vx,y €R, x<(<)y=0<\/;<(<)\/3_/.
, Y ﬁ Autrement dit, la fonction x € R* — /x est (strictement) croissante.
e (\3/;) =X, x3=x. ® On peut toujours appliquer la racine cubique a un encadrement :

Vx,yeR, x<(<)y = Vx<(<)¢y.
Autrement dit, la fonction x € R — /x est (strictement) croissante.

a. Cette propriété est fausse pour la racine carrée, ce n’est pas un oubli.
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Preuve Conséquences directes des monotonies des fonctions usuelles, voir le chapitre sur
les fonctions.

Exemple 10 Montrer que: 2 < \/E <3.

7

Définition 5 | Distance entre deux réels
Soit (x,y) € R%. On définit la distance de x & y comme étant le réel noté d(x,y)

et défini par: d(x,y)=max(x,y)—-min(x,y). Cest donc la différence entre la
plus grande valeur et la plus petite.

Exemple 13

m Valeur absolue e d(1,4)=4-1=3, e d(3,-1)=3-(-1)=4.

La valeur absolue d’un réel est le méme nombre réel mais dont on aurait enlevé le Proposition 11| Lien entre distance et valeur absolue
signe devant. Ainsi, si ce réel est positif il n’y a rien a faire, c’est sa valeur absolue. En Soit (x,y) € R%. Alors:  d(x,y) =|x —y|.

revanche, s'il est négatif, il suffit d’ajouter un signe « - » devant ledit réel. Cela nous
mene tout droit a la définition ci-apres.

Preuve  (Point clef— Disjonction de cas suivant la position entre x et y.)

Définition 4 | Valeur absolue, Distance a zéro d’un réel

Soit x € R, 1a valeur absolue de x, notée | x|, est le réel défini par : o
X six=0
lx| = )
-x six<0.
°

Exemple 11 Déterminer :
° |2|= e |0]=

e |-3]= e |-m|= Remarque 5 Puisque pour tout réel x, ona: |x| = |x — 0], la valeur absolue de x
peut s'interpréter comme étant la distance entre x et 0.
Exemple 12 Donner, en fonction de x, un expression sans valeur absolue de la

quantité |x — 3| — |x + 2|. On pourra présenter le résultat sous forme d’'un tableau ) , . . L. PR
Les réels peuvent se représenter sur une droite dite « numérique », les quantités dé-

de signes. . . . ]
8 finies supra se visualisent comme suit.
’I
[x]
y < >
X
vl o R
Vi \
N 4

|x =yl
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Pour tous réels x, y, la valeur absolue correspond a I’écart (sans signe) entre x et y, * Faisons la preuve pour |x| =0 <= x = 0. Celle pour la distance découle directement en
et | x| représente donc la distance entre x et 0. remplagant x par x — y dans la premiére.
-<:

— Proposition 12 | Propriétés de la valeur absolue et de la distance ———— »

Soient x,y € R.

® [0/=0,

® |x|=0, |x|=max{x,—x}.

® [Séparation] |x|=0<= x=0, d(x,y)=0< x=y.

® [Parité/Symétrie] |x|=|-x|, d(x,y)=d(y,x). 4

® [Egalité et valeur absolue] Pour tout M € R* :

x| =M < x=M oux=-M

® [Encadrement et valeur absolue] —|x| <x < |x|. Plus généralement, pour * Faisons la preuve pour |-x| = |x|. Celle pour la distance découle directement en rempla-
toutM e R* : cant x par x — y dans la premiere.
¢
x| <M &< -Msxs<M, [x|>M < x=Mouxs<-M. 2

Les propriétés restent vraies avec des inégalités strictes.

® [Carré] |x|=V=x2%, |x|>?=x%
[Egalité de valeurs absolues] |x|=|y| < x=youx=-y.
® [Produit/quotient] |xy|=|x| x |y|. De plussiy # 0, alors :

X ﬂ « [Fgalité et valeur absolue]
vyl lyl #

Remarque 6 Les propriétés

x| <M < -Ms<x<M, [x|[z2M< x=Moux<-M
sont tres intuitives si on garde a l'esprit I'interprétation de la valeur absolue en
terme de distance a l'origine. Si |x| < M, alors cela signifie que x est a distance
au plus M de l'origine, donc que x est dans [-M, M].

Toutes ces propriétés seront plus intuitives dans le chapitre sur les fonctions ot la

X ¢ [Encadrement et valeur absolue] La premiére partie s'obtient en prenant M = | x|, on
valeur absolue sera vue comme une fonction.

se contente donc de la deuxieme.
4

)
Preuve

e Lapropriété |0| = 0 est évidente.

¢ La positivité est élémentaire et découle de la définition en séparant les cas. Passons a la
seconde partie.

4
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e Six > 0alors

Vaz=xxVa=/x=x=lxl.

Six<Oalors—x>0etona
Va2 = V(02 = V0 x V1) = VED = —x = .

La deuxieme partie de la formule est une conséquence directe de la premiere, en |’élevant
au carré.

* On peut par exemple utiliser la propriété analogue déja démontrée pour la racine.

eyl = /Gy = a2y = Va2 fy2 = 1xl < Jy.

Théoréme 1| Inégalité triangulaire
Soit (x,y) e R? alors: |lx|—|y|| < |x+y| < x| +|y].

La majoration de droite sert beaucoup plus souvent que la minoration de

Note . N N
gauche, mais les deux sont bien a connaitre.

Attention
® Pourtousréels x et y,ona|x + y| < |x|+|y| donc en remplagant y par —y, on
obtient (puisque |-y| = |y]):
VX, yeR, |[x—y|<lxI+]|y|.
® En revanche, il est complétement faux d’écrire:  |x — y| < |xb—1{7T.

Preuve
1. Commencons par montrer que |x +y| < |x| + |y|. Nous allons montrer que l'inégalité
élevée au carré est vraie. Ona:

[x+y|>=(x+y)?=x*+y*+2xy,

(Ixl+|y])? = 1x> +21x| x |y| + |y|* = x* + 2 |xy| + 2.

2. De maniére analogue, on montre ensuite ||x| —|y|| < |x+y|-

n SOUS-ENSEMBLES USUELS DE R

m Sous-ensembles usuels

Onrappelle brievement quelques sous-ensembles de réels connus depuis le lycée.

* R désigne les réels, * Q) désigne les rationnels,

* D désigne les décimaux, c'est-a-dire les ¢ R~ Q désigne les irrationnels,
nombres a virgules ayant un nombre
fini de chiffres aprés la virgule,

e 7 désigne les entiers relatifs (parfois ¢ N désigne les entiers naturels.
appelés simplement entiers),

On alors la chaine d’inclusions suivante :
NcZcDsQ<R.

m Intervalles

On passe a présent a une classe d’ensembles qui nous offrira un cadre commode
pour définir toute sorte de notions sur les fonctions : les intervalles.

Soient a et b deux réels avec a < b, on définit alors les sous-ensembles ci-dessous,
que l'on appelle intervalles deR*

le segment [a, b] : L [a,b] A
[a,b]={x€R|x=a,x < b} } a 5
I intervalle semi-ouverten a, [a, b] : - la, b] -
la,b]={xeR|x>a, x < b} a b
i [a, bl
[a,b[={xeR|x=a, x<b} (; rlb;

1. Onindique sous la définition mathématique la lecture de I'ensemble.
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i Ja, b|
la,b[={x€eR|x>a, x<b} d1 ',b>
777777777777777777777777777777777777777777777 A
[a,+oo[={xeR|x = a} ! (; »
777777777777777777777777777777777777777777777 _ atel
la,+oo[={x eR|x > a} ; d" 3
777777777777777777777777777777777777777777777 T
]—oo,b] ={x€R|x < b} "19>
777777777777777777777777777777777777777777777 T
]—oo,b[={x€R|x < b} 3 '.b>

Remarquons que lorsque a = b alors on définit de maniére naturelle :
la,b) ={a}, [a,b[=]a,b]=]a,b[=@.

INTERVALLES ET LIEN AVEC LA VALEUR ABSOLUE. Les intervalles centrés autour d'un
point peuvent étre reformulés a 'aide de la valeur absolue, puisque rappelons que
pourtoute e R*, x eR:

x| <e <= —e<x<e < x€[—¢g¢],
ou encore pour tout x, X, € R,e € R* :
|[x—x)| <€ = —e<x—xy<e <= x€e[xy—¢x5+¢].

[xo — € X + €]

Xo Xog+E€E

On arrive alors a la prochaine proposition.

Proposition 13 | Intervalles et valeur absolue
Soient x e Rete > 0. Alors :

[xeR||x—xo| <€} =]xg—&,xo+e[, {xeR||x—xo| <€} =[xo—¢ x5 +e]

n RESOLUTION D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS

m Principes généraux de raisonnement

Rien de bien nouveau dans cette partie par rapport aux classes antérieures. On for-
malise simplement différents types de raisonnements rencontrés jusqu’alors pour
résoudre des équations et inéquations, a I'aide des rudiments de logique dévelop-
pés dans le chapitre de logique. Commencons par rappeler des erreurs cruciales a
ne pas commettre.

Attention Au sujet des divisions / factorisations

® Ne jamais diviser par une quantité qui pourrait éventuellement étre nulle.
® Si (a,b) € R? alors I'égalité a? = b? nest pas équivalente a I'égalité a = b.
Mais, on rédige la condition en utilisant une identité remarquable :
a’=b? <= a’>-b*>=0
<~ (a-b)(a+b)=0

< a=boua=-b.

Qidentité remarquable

équation produit-nul

Comment procéder pour résoudre une équation? Plusieurs méthodes s’offrent a
nous.

)

Méthode Résolution d’une équation ou inéquation

Considérons deux équations ou inéquations (EQ, ), (EQ,) en une inconnue no-

tée x.

1. [Ensemble de définition] On commence par déterminer 'ensemble de
définition de '’équation (ou inéquation) de départ. On cherche donc les in-
connues solution dans 'ensemble de définition de 1'équation (ou inéqua-
tion).

2. On note ¥, %, I'ensemble des solutions (éventuellement vide) respectif de
(EQ)), (EQ,).
® [Travailler par équivalence] On arrive a transformer I’équation (ou in-

équation) initiale en (EQ,) équivalente a la premiere, c’est-a-dire :

x solution de (EQ;) < x solution de (EQ,).
Ou encore :
en terme d’ensembles de solutions :

XE€ES <= x€5, A =%

® [Travailler par implication] On arrive a transformer I'équation (ou in-
équation) initiale en (EQ,) mais a partir d'implications a partir de la pre-



: @
§ miere, c'est-a-dire : ® factoriser au maximum.
§ x solution de (EQ;) = x solution de (EQ,). Méthode Produit ou quotient nul, signe d’un produit ou d’un quotient
N Ou encore : 6 . .
® Soient A et B deux réels.
= xe# = xe, entermesdensemblesdesolutions: |F c.%| ® AB=0 < A=0ouB=0.
[s) . . . . .
a Ainsi, des solutions « parasites » (de (EQ,) mais pas de (EQ,)) peuvent ap- ® — =0 < A=0(etB % 0 pour que le quotient ait un sens, cette condition
3a] paraitre. Il faut donc vérifier a posteriori lesquelles sont effectivement des B . , . . .
. . . e IS peut intervenir dans 'ensemble de définition de I'équation).
solutions de (EQ, ). Typiquement, cela peut se produire lorsque I'on éleve ) . ; . ) , .
: A ; ® Pour déterminer le signe d'un produit ou d'un quotient, on dresse un tableau
au carré une équation. ) X ) ) }
q A o a q . de signe pour chaque facteur au numérateur et éventuellement au dénomi-
® [Technique spécifique aux inéquations] Pour résoudre f(x) = g(x) )
avec f, g : R — R deux fonctions, on peut aussi étudier le signe de la fonc- nateur.
tion f — g (al'aide de la dérivée).
e Attention Ensemble de définition B 3.2.2. Cas polynomial
Quand on parle d’ensemble de solutions .#, %, cela sous-entend naturellement
ensemble de définition et de solution. On commence donc toujours pas préciser ETUDE DE ax + b, a # 0. Tout se cache dans le tableau de signe.
I'ensemble de définition de I'’équation ou 'inéquation considérée. Sia>0 Sia<0
b b
~ e Notation Ensemble de solutions X —00 T +00 X —00 - +00
Lensemble des solutions est souvent noté .. Lorsque 'on cherche les solutions b 0 4 b . 0 -
uniquement dans un certain ensemble E, on notera .%; les solutions apparte- ax+ ax+

nant a E. En d’autres termes: %% =% NE.
Exemple 14 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
Larigueur de la rédaction mathématique demande qu'une fois que 'on a commencé ® x(x+2)=2x(3x—4).
a utiliser des symboles d’'implications (= ) dans une suite d’assertions on ne réuti- e
lise plus de symboles d’équivalence ( < ) — une fois que 'on a perdu une équiva-
lence, c’est donc perdu jusqu’au bout du calcul!

e Attention

Il ne suffit pas d’écrire sur sa feuille un symbole « <= » pour prouver ladite
équivalence! Si certaines ne sont pas évidentes, une justification précise est at-

(%]
5 tendue.
=
o
[a W
|
= m Techniques spécifiques de résolution ® 3x—-1)(x+2)>(2-6x)(4x +3).
\:5; n’
@ B 3.21. Avec des produits et des quotients
I=
8 Onintegre les réflexes suivants lorsqu’on cherche a résoudre une (in)équation :
()
\Q
S. @ toutpasser du méme coté pour comparer a 0,

—_ @ tout mettre sur le méme dénominateur le cas échéant,

Le
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ETubeDE ax?+bx+c,a # 0. Onreprend les formules vues au lycée pour résoudre
des équations du second degré a coeflicients réels. Elles seront généralisées dans le
chapitres sur les nombres complexes, aux cas de coefficients complexes.

Considérons un trinéme x — ax® + bx + c avec a, b, ¢ € R et a # 0. Vous avez ap-
pris en premiére comment on trouvait ses racines, en mettant le trinéme sous forme

«canonique » “. On a pour tout x € R, puisque a # 0 :

b c
ax’*+bx+c=a (x2+—x)+—]
a

a
b2 b2 c >forme canonique
=a (x + —) -+
2a 4a a

Le terme entre crochet ressemble a une identité remarquable de la forme « a® — b? ».
Deux cas se présentent, en notant A = b?> —4ac:

ot~

® SiA>0:

ax’*+bx+c=a
2a

identité remarquable

( —b+\/Z)( —b—\/Z)
=alx- X -
2a 2a
{—b+\/K —b—\/Z}
=0 < x€ R .
2a 2a
® SiA=0:
b 2
ax’*+bx+c=a (x+—) -0
2a
—D\2
o3
2a
-b
=0 = x=—.
2a

® si A <0, alors
1

4a?

Donc il n’y a pas de solution (dans R).

“A b2
(b2—4ac):m>0, (x+5) >0 = ax*+bx+c>0.

On arrive tout droit au théoréme suivant.

Théoréme 2 | Second degré sur R
Soit (a, b, ¢) € R* avec a # 0. On chercheles solutions de I'équation ax*+bx+c =
0 d’inconnue x. On appelle discriminant la quantité A = b* — 4ac.
® SiA>0l'équation ax? + bx + ¢ = 0 admet deux solutions :

_—b—\/z _—b+\/Z

2a 2a

X1 2

2. C'est-a-dire sans facteur en x



+
§ ® Sien particulier A = 0 alors les deux solutions sus-mentionnées sont cong—
o b
§ dues. Il n'y a qu'une solution définie par ~55
a
® ® SiA <0 alors I'équation ax? + bx + ¢ = 0 n'admet pas de solutions sur R.
"
&  Deplus, on connait le signe de I'expression P(x) = ax® + bx + c.
m
e SiA>0,a>0 e SiA>0,a<0
X —00 X1 Xy +oq X —00 X1 X, +09
P(x) + 0 — 0 + P(x) -0 + 0 -
* SiA<0,a>0 e SiA<0,a<0
X —o0 +00 X —00 +00
P(x) + P(x) -
<

e Attention

On ne calcule A que dans les cas indispensables, c’est-a-dire lorsque le poly-
nome n'est pas déja factorisable rapidement (par racine évidente ou identité re-
marquable).

Exemple 15 Soit m € R et P(x) = 2x% + (2m + 2)x + m?® — 1 définie pour tout
x € R. Pour quelle(s) valeur(s) de m I'équation P(x) = 0 admet-elle une unique

solution? Quelle est alors cette solution?

4
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LORSQUE LE DEGRE EST SUPERIEUR OU EGALA 3. Tout ce qui suit deviendra plus natu-
rel lorsque nous traiterons les polynémes dans le chapitre sur les polynémes.

£

Méthode Equations/Inéquations de degré supérieur ou égal a 3

® Si c'est possible (équations bicarrées), on peut chercher a effectuer un chan-
gement de variable.
® Sinon, on cherche a factoriser I'expression A(x) intervenant dans I’équation
ou l'inéquation pour se ramener a I’étude d'un produit de facteurs de degrés
inférieurs :
© soit on factorise directement en repérant un facteur commun (voir plus
loin),
© soit on trouve une racine évidente x, (donc vérifiant A(x,) = 0) et dans ce
cas on sait qu’il est possible d’écrire A(x) sous la forme

A(x) = (x — xo)B(x)
pour tout x ol le degré de B(x) est le degré de A(x) moins 1. Il s’agit alors
de poser une forme générale pour B(x), avec des coefficients inconnus,
puis de trouver la valeur de ces coefficients en redéveloppant I'expression
(x — x)B(x) et en identifiant terme a terme avec A(x).

Exemple 16 Résoudre dans R I'inéquation :  x® —4x? + x + 2 = 0. On pourra
commencer par chercher a, b, c € R tels que :
VxeR, x3-4x?+x+2=(x-1)(ax®+bx+c).

7
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- . o 4 . . - x+1,3x—4
m Transformer des équations et inéquations pour mieux les résoudre 2. e'e > 1.

7

RAPPEL DES PROPRIETES DE exp,In. Les fonctions exp,In seront revues plus tard,
mais rappelons un kit de survie concernant leurs propriétés.

— Proposition 14 | Quelques propriétés de exp et In
® [Exponentielle]
ex
V(x,y) e R?, eV =e'e’, eV = =
e
® [Logarithme]

V(x,y) e (R*)?, In(xy) = In(x) + In(y), ln(%) =In(x) - In(y).

UTILISER LES PROPRIETES DE In, exp. Lidée est d’essayer d’'appliquer In, ou exp de

chaque c6té afin de simplifier I'équation. . . o ) ) ) )
ELEVER AU CARRE. L’idée est d’essayer d’élever au carré afin de supprimer d’éven-

Exemple 177 Résoudre dans R les (in)équations suivantes. tuelles racines. Attention : on rappelle qu'on ne peut élever au carré n'importe com-
1. 2In(x+1)=In(x-1)+In(2x—-1) ment une inégalité! Il faut toujours prendre la précaution de savoir si les membres
7 sont positifs.
Exemple 18 Résoudre dans RI'équation suivante: x=+v2-x.
¢
»
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Exemple 19 Résoudre dans R I'inéquation suivante :

VxZ+2x<x+1.

UTILISER UN CHANGEMENT DE VARIABLE. Il s’agit de poser un changement de variable
dutypeX =e* ouX = In(x) ouX = x* ouX = \/; pour faire apparaitre une
(in)équation plus simple a résoudre (en général polynomiale). Dans les exercices,
le changement de variable éventuel a réaliser sera toujours donné.

Attention

Attention, une fois les valeurs possibles de X trouvées, il ne faut pas oublier de
revenir aux solutions en x pour conclure.

Exemple 20 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
1. x*-3x*+2=0etx"-3x*+2<0.

4
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Exemple 21 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
1. |x—4]=2x+10.

4

2. e“+el ™ =e+1.

2. |13—x|>|x+2|.

ENLEVER LES VALEURS ABSOLUES. Pour enlever une valeur absolue, il faut connaitre
le signe de ce qu’il y a a I'intérieur. On peut donc étudier le signe de I'expression
dans la valeur absolue puis faire une disjonction de cas pour résoudre I'(in)équation
obtenue sans la valeur absolue dans chacun des cas possibles.
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Exemple 23 Montrerque: Vx>-1, In(l1+x)<ux.

4

RESOLUTION D’INEQUATIONS PAR UNE ETUDE DE FONCTION. Si on souhaite montrer
qu'une inéquation est vraie pour tout x dans un certain sous-ensemble E (de R), ou
méme vraie sur R tout entier, et que I'on n’y parvient pas par inégalités successives,
on peut essayer d’étudier les variations d'une certaine fonction.

Q Méthode Pour montrer«Vx €E, f(x)<(ou =)g(x)»

Soient f, g : R — R deux fonctions définies sur R.

® On définit la fonction h : x — f(x) — g(x).

® On étudie les variations de h, on en déduit le signe de h.
® Lesigne de i donne alors la réponse.

Commencons par un exemple complet.

Exemple 22 RésoudresurR: e*=x+1.

7

PARTIES MAJOREES, MINOREES DE R & PARTIE ENTIERE

Minorant, majorant, borne inférieure/supérieure

Définition 6 | Majorant, minorant
Soit A un sous-ensemble non vide de R.

® On dit que A est majoré s'il existe un réel M tel que
VaeA, as<M.
On dit alors que M est un majorant de 'ensemble A.
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® On dit que A est minoré s'il existe un réel m tel que
Yac€A,

On dit alors que m est un minorant de 'ensemble A.
® Un ensemble a la fois majoré et minoré est dit borné.

az=zm.

Exemple 24
® [ensemble N est non majoré dans R mais il est minoré par 0.
® Lensemble [0, 1] est minoré par 0 et majoré par 1 car:

Vxe[0,1[, 0sx<1<l1.

Attention

Un ensemble majoré (resp. minoré) admet une infinité de majorant (resp. de mi-
norants). En effet, si M est un majorant, alors M + 1 en est un aussi.

Exemple 25 (Négation) Ecrire la négation de « A est minoré », puis « A est ma-
jOI‘é ».

4

e Nest e Q
Pd Pd

— Définition 7| Minimum, maximum
Soit A un sous-ensemble non vide de R.

® [Maximum] On dit que A admet un maximum M si A est majoré par M et
siMeA.

® [Minimum]
simeA.

On dit que A admet un minimum m si A est minoré par m et

Proposition 15 | Partie bornée et valeur absolue
Soit A un sous-ensemble non-vide de R. Alors :

Aestborné < AMeR*, VxeA, |x|<M.

Preuve
Supposons d’abord que A est borné, soit alors M un majorant de A et m un minorant
de A. Alors, pour x € A on a

x<M< M|,
Posons R = max{|M|, |m|}, on a alors [M| < R et — |m| = —R.
Ainsi, pour toutx e Aona-R < —|m| < x < |M]| <R, cest-a-dire |x| < R.
Réciproquement supposons qu’il existe R € R* tel que, pour tout x € A, |x| < R. Alors,
pourx € Aona

x=mz=—|m.

x<lxI<sR, xz=-|x|=-R.

Le réel R est donc un majorant de A et —R est un minorant de A, 'ensemble A est ainsi borné.

Exemple 26

e Lensemble ]1,3] est ¢ Lensemble | — 0o,4] est

4

Un minimum ou un maximum est appelé un extremum.

Remarque 7 Si A posséde un maximum, il est unique et on le note max(A).
Si A posséde un minimum, il est unique et on le note min(A).

Exemple 27 Montrer que I'ensemble A = [0, 2[ admet un minimum et que 2 ma-
jore A. Lensemble A posséde-t-il un maximum?

4

Considérons a nouveau l'intervalle A = [0, 2]. Ici, les réels 0 et 2 jouent un réle parti-
culier.

® ( est un minorant, et il ne semble pas y en avoir de plus grand, et il est dans A.
On dira que 0 est la « borne inférieure de A », et méme un « minimum de A » car il
appartient a 'ensemble comme nous I'avons vu.
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® 2 est un majorant, et il ne semble pas y en avoir de plus petit, et il n’est pas dans
A. On dira que 2 est la «borne supérieure de A ».

Formalisons cela dans la définition/proposition qui suit.

— Définition/Proposition 1| Borne supérieure/inférieure o—
Soit A un sous-ensemble non-vide de R.

® [Bornesupérieure] SiA est majorée, alors: A admet un plus petit majorant,
et on appelle borne supérieure de A le plus petit de ces majorants, noté sup A.

® [Borne inférieure] SiA est minorée, alors : A admet un plus grand mino-
rant, et on appelle borne supérieure de A le plus grand de ces minorants, noté
infA.

Nous admettons l'existence d'un plus petit/grand majorant/minorant sous les hy-
pothéses mentionnées (toute partie non vide et majorée de R possede une borne
supérieure, toute partie non-vide et minorée de R posséde une borne inférieure).

Exemple28 SiA=1[0,2[,ona:
infA=minA=0 et
[H.P]  Démontrons rigoureusement (méme si cela dépasse légerement le
cadre du programme) que : SUpA = 2. (Dans la pratique, sur la notion de inf,sup, on
attend de vous seulement une intuition.)

4

SupA = 2.

— Définition 8 | Maximum / Minimum
Soit A un sous-ensemble non-vide de R.

® SiAestmajorée et supAce€A,alorsA possede un maximum et:
maxA = supA.
® SiAestminorée et infA €A, alorsA posséde un minimum et:

minA = infA.

Attention

Un ensemble n'admet pas forcément de maximum ou de minimum. Mais, pour
nous, toujours une borne supérieure ou inférieure car nous travaillerons avec
des parties non vides majorées ou minorées.

Remarque 8 (Un peu d’orthographe) [’Académie Francaise recommande
d’utiliser le pluriel « a la francaise » pour les mots latins finissant en « - um »
comme « maximum », « minimum » ou « extremum ». En revanche, en Mathéma-
tiques, nous utiliserons des pluriels latins c’est-a-dire : « maxima», « minima » et
«extrema ».

Exemple 29 On considere les ensembles suivants
A=[1,2], B=]-00,3], C=]0,4[, D=]1,+c0[, E=N, F=R*"*.
Préciser si ces ensembles admettent un maximum ou minimum, et donner sa

valeur le cas échéant.
[ ] p’
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Remarque 9 (Caractérisation de la borne supérieure / inférieure [H.P] )
Pour terminer, on souhaite traduire mathématiquement (a I'aide de quantifi-
cateurs) les portions d’assertions « plus petit majorant » et « plus grand mino-
rant » apparaissant dans la Définition/Proposition 1. Reprenons I'exemple de
A =1[0,2[. On a 2 = supA, mais comment traduire que c’est le plus petit majo-
rant?

A=[0,2] 2-¢

| I \
| L 4
Tz—ﬂaeA,Z—s«zsz

S m

Si on se fixe € > 0, alors 2 — € ne sera pas un majorant, c'est-a-dire il existe a € A
de sorte que 2 —€ < a < 2. On peut traduire de la méme facon le fait d’avoir un
plus grand majorant, ce qui nous ménerait au résultat suivant : soit A un sous-
ensemble non-vide de R, alors

® [Borne supérieure] SiA est majoré, alors :

(i) M est un majorant,

M =supA < < . )
(i) Ve>0, M-—enest pas un majorant,

(i) VaceA a<M,
{(ii) Ve>0, dacA, M-e<a<M.
® [Borne inférieure] SiA est minoré, alors :
(i) m estun minorant,

m=infA < { , .
(i) Ve>0, m+en'est pas un minorant,

(i) VYaeA m<a,
(ii) Ve>0, JdacA, m<sa<m+e.

Partie entiére

La notion de borne supérieure va nous permettre de définir proprement la notion
de « partie entiére » d'un réel, qui est connue depuis bien longtemps mais peut-étre
pas sous ce nom. Ainsi, on souhaite définir mathématiquement I'action d’6ter la par-
tie décimale d'un nombre réel, c’est-a-dire transformer par exemple 1.1 en 1. Com-
ment définir mathématiquement une telle transformation? Une idée serait de justi-
fier 'écriture de tout réel x de la manieére suivante :

x=k+y, keN, yel01].

Puis on poserait que la partie entiere de x est 'entier k, mais encore faudrait-il prou-
ver d’abord l'existence et]'unicité de x. Par exemple 1.1 = 1+0.1 doncla partie entiere
de 1.1 est 1. En revanche, ce n’est pas la définition classique qui consiste a dire qu’il
existe un unique k € Z tel que x € [k, k + 1], c’est-a-dire que x se trouve dans un
unique intervalle de deux entiers consécutifs. Dans notre exemple, 1.1 € [1,2].

Définition/Proposition 2 | Partie entiére
Soit x € R. On appelle partie entiére de x 'unique entier relatif noté |x] € Z, tel

que:
xe[lxl,lxl+1] (= lx]<x<|x]+1).

Attention

Attention aux confusions entre <, <.

® Si vous confondez les deux symboles, alors on change compléetement la no-
tion. *

® Sivous oubliez d’utiliser une inégalité stricte, c’est pire, il n’y a plus unicité!

Exemple 30 Calculer les parties entiéeres ci-apres.

e |3.1] e |—4.5]
n’ o’
7
° 12l : EJ
o’ o’

Contrairement aux apparences, l'existence de la partie entiere n'est pas du tout tri-
viale. Nous I'admettrons largement dans le contexte de ce cours.

Preuve  Nous devons maintenant justifier I'existence et 'unicité de la partie entiére. Soit
x €eR.

Existence. (tres partielle) Considérons N, = {n € Z | n < x} 'ensemble des entiers inférieurs

a x. Nous admettons que N, est non vide, cet ensemble est majoré par x. Il admet donc une

borne supérieure que 'on note |x| = sup(N,). On admet que cette quantité convient.

Unicité. Supposons que m, n € Z conviennent pour la partie entiére de x. Alors :
n<x<n+l, m<x<m+l.

On peut supposer que n < m, sinon on inverse les roles. Alors en combinant les deux enca-

3. Par exemple, si on avait pris comme définition |x] < x < |x] + 1, alors on aurait |5] = 4... curieux
non?
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drements,ona:
n<m<sx<n+l<m+l1.

En particulier, n < m < n+1. On aurait donc qu'un entier m serait compris strictement entre
deux entiers consécutifs n, n + 1 — absurde.

— Proposition 16 | Reformulation de la définition
Soit x € R. Alors :

® |x] estle plus grand entier inférieur ou égal a x, i.e. :
lx] =max{neZ|n<x}.

® |x] estl'unique entier relatif noté | x|, tel que :
x—-1<|x]<x.

De maniere générale, lorsque I'on ne sait plus si on doit ouvrir ou fermer 'encadre-
ment, on vérifie ce que I'on écrit avec un exemple, par exemple tester avec x = 1.1.

n TRIGONOMETRIE

On rappelle dans cette section la définition géométrique du cosinus, sinus et de la
tangente. Leur étude en tant que fonction sera faite dans le chapitre sur les fonc-
tions.

m Définitions

Définition 9 | Cercle trigonométrique
Le cercle trigonométrique est le cercle du plan de rayon 1 et de centre O.

D’apres le cours de géométrique, c’est le cercle d’équation cartésienne :
x+y*=1.

— Définition 10 | Cosinus, sinus et tangente
Soit (O, ;,j) un repére orthonormé du plan. Soit € le cercle trigonométrique. Soit
x un réel et M(x) le point de ¥ tel que x soit une mesure de 'angle (-f, OM).
® On appelle cosinus de x, noté cos x, 'abscisse du point M(x).
® On appelle sinus de x, noté sin x, 'ordonnée du point M(x).
|
® Lorsque x ¢ {5 +km ‘ ke Z}, on appelle tangente de x, notée tan x, la quan-

sinx

tité: tanx =

cosx’

1
—
M(
2 Pourquoi indiquer tanx a cet
sinx tanx  endroit? Ceci est une simple
7\ | conséquence du théoreme de

cos X 1

-1 1 THALES. En effet, il donne
-5 tanx 1
\ 2 / mr___
_2 sinx cosx
2
-1

n
Remarque 10 Pour la tangente, la condition x ¢ {5 + kmn ’ ke Z} garantit que

cos x ne s'annule pas, donc que la fraction est bien définie. Nous le reconstate-
rons lors de la résolution d’équations trigonométriques.

— Proposition 17 | Conséquences directes de la définition

® [Inégalités fondamentales]
-l1<cosx<1 |cos(x)| <1,
Vx eR, . — )
-1<sinx<1 |sin(x)| < 1.
® [Théoréme de PYTHAGORE]
VxeR, cos’x+sin’x=1.
® [Périodicité] Pourtoutxe R, k€ Z,

cos(x +2km)=cosx, sin(x+2km)=sinx, tan(x+ kmn)=tanx.

Remarque 11 Dans la proposition précédente cos®(x) désigne (cos(x))? . Autre-
ment dit, la fonction cos? évaluée en x.

Remarque 12 (Et le college?) Ces définitions sont tout a fait cohérentes avec
celles qui ont été vues au college et au lycée. Dans votre enfance, on vous avait
expliqué qu’en considérant un angle x d’un triangle rectangle, on avait :

coté adjacent

COSX = -
hypoténuse
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Ici, le triangle rectangle sous-jacent est celui dessiné sur le cercle trigono-
métrique précédent, avec la longueur de I'hypoténuse qui vaut 1 (la distance
OM(x)). Pour retrouver la formule du collége avec une longueur d’hypoténuse
quelconque, on applique le théoréme de THALES. Il en est de méme pour le si-
nus.

m Valeurs remarquables

On rappelle également ici un certain nombre de valeurs remarquables utiles.

m Formules trigonométriques

I existe de nombreuses formules en trigonométrie, seules quelques unes sont a
notre programme, ce sont celles figurant dans les énoncés ci-apres. Toutes les
autres sont hors-programme, certaines d’entre elles seront vues néanmoins dans des
exemples. On commence par les principales : les formules d’addition, qui seront ad-
mises (voir vos cours de lycée sur le produit scalaire).

— Proposition 18 | Formules d’addition
Soient x,y € R.

® cos(x+y)=
® cos(x—y)=
® sin(x+y)=
°

sin(x —y) =

Attention au sinus

Pour le cosinus, le signe est inversé dans le résultat. + ~ F.

Exemple 31 (Autre formule : anti-linéarisation) Soit (x,y) € R?. A l'aide
des formules précédentes, établir une formule pour cosxcosy, sinxsiny et
sinxcosy.

4
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Corollaire 1| Multiples de
Soit n € Z. Alors :

cos(nm)=(-1)", sin(nmn)=0.

Preuve Lecture directe sur le cercle trigonométrique.

En prenant différentes valeurs de x, y, et en utilisant les valeurs remarquables, on
déduit les formules ci-apres facilement.

— Corollaire 2 | Formules de transformation d’angles associés

Soit x € R.

e cos(—x) = cos(x), e sin(—x) = —sin(x),

e cos(m—x)=—cos(x), e sin(m— x) = sin(x),

e cos(m+x) =—cos(x), e sin(m+ x) = —sin(x),
* cos (g - x) = sin(x), . sin(g - x) = cos(x),
* cos (g + x) = —sin(x), . sin(g + x) =cos(x).

Remarque 13 Naturellement, des formules similaires peuvent s'obtenir pour la
tangente. Mais on les retrouve facilement a 'aide de celles énoncées précédem-
ment.

Remarque 14 (Retenir les formules d’angles associés de maniére géomé-
trique) Les relations entre les cosinus et sinus des angles associés ne s'ap-

. . . b
prennent pas par coeur! Mémoriser comment construire les angles E txetmtx

sur le cercle trigonométrique.

AN

Les cas particuliers x = y dans les formules d’addition fournissent les formules dites
«de duplication ».

Corollaire 3 | Formules de duplication / anti-linéarisation
Soit x e R.

® cos(2x) = cos?(x) —sin?(x) = 1 —2sin?(x) = 2cos?(x) — 1.
® sin(2x) = 2cos(x)sin(x).

Preuve

4

Ou encore, de maniéere équivalente, nous avons le corollaire suivant.



BCPST1 (€9 2023-2024

25

L& / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

Corollaire 4 | Formules de linéarisation 2n . i
Soit x € R. Alors : ® COS|—— e sin|——
1+ cos(2x 1—-cos(2x
cos?(x) = #, sin?(x) = # g o
2 2
Preuve
#

Remarque 15 Les propriétés précédentes peuvent aussi se lire directement sur
le cercle trigonométrique.

COMBINAISON LINEAIRE D’EXPRESSIONS TRIGONOMETRIQUES. Une derniére consé-
quence des formules d’addition est la transformation d’expressions trigonomé-
triques en cos ou sin.

Méthode Ecriture d’'une combinaison linéaire de fonctions trigonométriques sous
Exemple 32 A l'aide des valeurs remarquables et de propriétés sur cos, sin, dé- 0 « forme déphasée »

terminer les valeurs ci-apres. Soient a, b, x € R. On souhaite transformer I'expression

271 . (3m E(x) = acosx + bsinx
cos (_) st (_) en pcos(x + ), avec p € R, ¢ € R, ou la forme psin(x + ¢). On supposera que
4 4 a # 0 et b # 0 (sinon I'expression est déja de la forme voulue).

1. Mettre p = V a? + b? en facteur, de sorte que
a b .
E(x)=p (— COSX + — smx) .
p Y
a b ) . ) a\l? b\
2. Comme | —,—— | estsur le cercle trigonométrique, puisque | — | +{——| =1,
Y

p P
il existe ¢ € [0,27[ tel que :

a .
6 ———— =C0S¢p, ——— =sIny.
P P Va?+b? Vv a?+ b?
2 2 3. Alors E(x)=cosxcosg—sinxsing = cos(x + ¢) d’'apres les formules d’ad-
dition.

Une méthode analogue existe si l'on souhaite une forme déphasée de la forme
psin(x + ¢), il suffit de choisir I'angle différemment.

Remarque 16 Langle ¢ peut ne pas étre explicite en fonction des valeurs de a, b.
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Exemple 33  Ecrire sous forme d’'un sinus puis d’'un cosinus I'expression

\/§c056+ \/ésine avec O € R.

4

Equations et inéquations trigonométriques trigonométriques

BREVE EXTENSION DES NOTIONS DE REUNION/INTERSECTION. Nous généraliserons I'in-
tersection et la réunion plus tard (dans le chapitre de dénombrement). 1l s’agit ici
seulement de définir les symboles « | J » que nous utiliserons dans I'écriture de cer-

kez
tains ensembles de solutions d’équations et d’'inéquations trigonométriques. Soit
(Aj) ez une famille d’'ensembles dans E. Alors on définit :

® | JA,={x€E|TkeZ xeA},etona: xe|JA, < Tk e Z x €A Cest

kez kez
donc 'ensemble formé de tous les éléments de tous les A, k € Z.

® NA.={x€E|VkeZ xeA}, etona: x€[)A < VkeZ xeA;. Cest
kez kez
donc I'ensemble formé des éléments appartenant a tousles A, k € Z.

Exemple 34

o |Jlkk+1]=--u[-2,-1]u[-1,0]u[0,1]U[1,2]Uu - =R.
kez

o N[~k k] ={o}.

kez

On définit de maniere analogue les symboles [, |, etc..
keN keN

EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES.  Pour procéder a la résolution, on s'appuie sur le ré-
sultat suivant, qui découle directement d'une lecture graphique sur le cercle trigo-
nométrique.

— Proposition 4 | Résolution d’équations
® Soit (x,y) € R?.

® Soit (x,y) € R%.

® Soit (x,y) € D%,
tan(x) =tan(y) < Jke€Z, x=y+kn

cos(x)=cos(y) <= ke Z x=y+2knoudkeZ x=—-y+2km.

sin(x) =sin(y) < 3keZ x=y+2knoudkeZ x=n—-y+2km.

Les équations ci-dessus sont appelées équations fondamentales.

O

Remarque 17 (Retenir les solutions d’équations trigonométriques de ma-

niére géométrique)

ANGLES AYANT LE MEME COSINUS ANGLES AYANT LE MEME SINUS

>

J

>

T
M(x) M(m—

——_

ANIAN

NI

(0] I O
I(—x)
Exemple 35
® Résoudre sinx =2en x € [0,2m7].
’I

. . 1
® Résoudre sinx = > en x € |-2m,0].
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3 2
® Résoudre cosx = - en x € [0,2m].

® Résoudre sinx =cosx en x € R.

Exemple 36 Résoudre \/gcosx —sinx = \/5 enx €R.

INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES. Il n’y pas de résultat mentionné au programme,
on procede alors a la résolution avec I'aide de dessins sur le cercle trigonométrique,
en essayant d’abord de se ramener a une inéquation sur cos ou sin. Voyons deux
exemples.

Exemple 37 Résoudre les inéquations ci-apres sur R puis donner les solutions
sur [0,2m], et [, 7t].
1. 2sinx — 1 < 0. On se rameéne a une inéquation fondamentale :2sinx — 1 <

1
0 < sinx < 3 On résout alors cette inéquation fondamentale graphique-

n ¢
ment: | = | |-— +2kn, = +2kn
kez 6 6

L Sn
Etona:| %oy = [O'E] U E,Zn[.

T 5T
Et finalement :|.%|_; ,, = [_H’E] U]F’H]'

‘M 5T 1 T
6 6 2 6
—-T=T 0=2m

2. 2cos(2x) > \/5 On se rameéne a une inéquation fondamentale :

2cos(2x) > V3 <> cos (2x) > ? ().
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On résout alors cette inéquation fondamentale graphiquement :

L n
(x) < Ik e Z, —g+2kn<2x<g+2kn

n U
— JdkeZ ——+kn<x<—+km. 11 T
12 12
1 2
—n=7 [27m}
T 117 | (21]
—_— = T
6 121

|G

On obtient donc :
S =U ©tkem,— +kn[
R= Y L, —
vzl 12 12

On peut faire un second dessin pour pouvoir en déduire les solutions sur les
intervalles demandés. On a :

1In 137w 237
F = 21| ).
0271 = 12] I ] ]12 n]
Et finalement :
11m 11n
e s T R




m Puissances & Racines

Exercice 1 | €% Puissances Solution

n EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
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il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire
1. Sur les ensembles de nombres :
® les ensembles Classiques . ........ooii i e O
® les propriétés de 'addition et la multiplication desréels ..................... O
® Jesreglesdecalculdans @ ........ ..ot O
® lesregles sur les puissances, lesracines, ..., O
® lesidentités remarquables ......... ... (I
2. Surlarelation d’'ordre des réels :
® les propriétésdelarelationdordre .............ccoiiiiiiiiiii i O
® lescompatibilités ...........oiiiiii i e O
@ 1eCaS dES PUISSATICES ..o vt vttt ettt et ettt et e e e e eae e O
® lanotiond'intervalledeR ....... ..ot (I
® les propriétésdelavaleurabsolue ............ ... i O
® ['inégalité triangulaire ......... ... .ottt e O
3. Surles bornes d’ensembles :
® connaitre la définition d'un majorant et d’'un minorant ...................... ]
® connaitre la définition d'un maximum et d'un minimum .................... O
® savoir définir la borne supérieure et la borne inférieure ...................... (I
® savoir définir la partie entiere, connaitre les propriétés ...................... O
4. Sur les résolutions d’équations & d'inéquations .................ccoiveieenn... O
5. Sur la trigonométrie :
® connaitre la définition géométrique de cosetsin ............... ...l O
® connaitre les formules d’angles associés (a retrouver sur le cercle trigonomé-
155 1o 15 ) P O
® connaitre les valeurs remarquables (& retrouver sur le cercle trigonométrique) O
® connaitre les formules d’addition et leur conséquence (duplication).......... O
® savoir résoudre des équations & inéquations trigonométriques .............. O

Parcours du TD

Plusieurs « parcours » sont proposés pour ce TD.

Q2 Exercices d’entrainement : ils sont faits pour travailler les notions du cours et sont
généralement des applications directes (mais peuvent étre techniques). Inutile de
travailler forcément tous les exercices de ce parcours.

¥ Exercices classiques : les méthodes a maitriser absolument. Il est conseillé de tous
les aborder.

4} Pour aller plus loin : exercices plus difficiles, ou plus techniques. A ne regarder que
si les autres parcours ont été correctement réalisés.

1. Factoriser les expressions suivantes (7 est un entier naturel) :

2 1)\2n
A = 9n+1 _9n+2_3 x32n, B - 4_n _5 x2—2n—1 +7 x (5) , C — 32}1(_1)” _(_9)}1

2. Soient x,y € R*. Réduire les expressions suivantes :
9 6 -3,,2
X X X7y
A=x"'x=—, B=—r, C=—=_.
x5 (x—2)3 (xy—l)4

Exercice 2 | 83 Racines solution Simplifier les expressions suivantes.

¢« B= (\/7—2\/E+ \/7+2\/8)

2
’

e A=4+/24-5v96+4+/54,
. V9 3
e C = V4x2—-4x+1, on précisera no- ¢ D=

+ .
tamment le domaine de validité. \/§ - \/5 \/g + \/E

m Equations et inéquations

Exercice 3 | %3 Polyndmes Solution
apres.

1. 2+4x®+x-6=0, 2. x*-x*-x-2<0,

3. Bx-1D(x+2)+(2-6x)(4x+3)>0, 4 32x%-162x2 <0,

2x 2x+1 xt+x
5. < , 6. ——— <1,
4x2 -1 4x%2-4x+1 x4 —-5x2+4
7. 2x*-4x+2=1-x, 8. (x—1)?2<1,
1 1 2x+1 3x-2
9. —_— < —, 10. = R
x—-2 2x 1+x 1+x
x> +10x—-4 16x+2
1. <
xX—-2 x+1

Exercice 4 | € Transformations puissances, exponentielles et logarithmiques

solution Résoudre les équations et inéquations ci-apres.

Résoudre les équations et inéquations ci-
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1. In(x?-4e?)<1+In(3x), 2. |lnx|<1,

3. In(2x+4)-In(6-x)=In(8x-2)- 4 2e**—e*-1<0,
In (x),

5. 2In(x)+In(2x-1) > In(2x+8) + 6. 4e*—3eZ >0,
2In(x-1),

Exercice 5 | @8 Avec radicaux Solution
apres.

1. Vx+l=x-1, 2.
3. Vx2-3>5x-9, 4,

Résoudre les équations et inéquations ci-

Vx+4+Vx+2<1,

ex—lz\/ex+1—ex—e+1,

5 Vx+3)(x-1)=2x-1, 6. Vx+4—vVx+2=1,
x —3)2

r e e
x—1

Exercice 6 | @5 Avec valeurs absolues
tions ci-apres.

solution Résoudre les équations et inéqua-

1. 2+x|+2+2x=x? 2. x%=|x|,
3. [2x-3|<2, 4, |2x+3|—-|-5x+6|=3x+2,
5. |x2—1|s2|x|, 6. Vx2—x-2>=|3x+2|,

2
x+\/§x>

|x2-1|+1 "

Exercice 7 | € Avec étude de fonction solution Montrer que :

x2
1. Vx>0, x—;sln(l+x)sx,
x2
2. VxeR*, ex—?zl.

Exercice 8 | @  Solution Démontrerque: Vxe[0,1], x+x%< 2\/;.

Exercice9 | €  Solution

1
1. Montrer que pour tousréelsaetb: |ab|< E(a2 +b?). Indication :On pourra

considérer le développement de (|a| — | b|)?

\/}<x+1

2. Démontrer que pour tout x € R* : 2

Exercice 10 | 3 sSolution Résoudre dans R et selon les valeurs du parametre m € R,
les équations suivantes :

1. m(x+2)=2m(3x—4), 2. (m+1)x+2-m=0,

m+3 2m-1
3. e¥*-2me*+1=0, =

5 x—-m=Vx%+mx.

)

X x—1

Exercice 11 | € Inéquations avec parametre Solution Résoudre dans R et selon les
valeurs du parametre m € R, les inéquations suivantes :

1. xXX-(m+Dx+m=0, 2.

3. V2x+m=x+1.

m Inégalité triangulaire

Exercice 12 | Une récurrence et des valeurs absolues. solution Soit (1), 1a suite
définie par

_ 3un+1 — Uy

Upy=2, u =3, et: VneN u,,,= 2

Montrer que, pour tout entier n >0, |u,,|<2"*'.

Partie entiére

Exercice 13 | @ Equations/Inéquations avec partie entiére solution Résoudre :

1. b/x2+1J =2, 2.

-1<[2x+1] <1.

Exercice 14 | € solution Démontrer que :

Vx eR,VneN*, L%LnxJJ =|x].

Exercice 15 | P
V(x,y) € R?,

Solution Démontrer que :
x| + |y] < [x+y] < lx]+|y]+ 1.

m Maximum et minimum. Borne supérieure et inférieure.
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Exercice 16 | 8§  solution Soit A € Z(R). Traduire a I'aide des quantificateurs les
propriétés suivantes :

1. Lenombre -7 est un majorantde A. 2. Le nombre 2 n'est pas un minorant

de A.
3. Lapartie A est bornée. 4 Lenombre /7 estun minorantdeA.
5. La partie A n'est pas majorée. 6. Le nombre 1 estla borne supérieure

de A.

m Trigonométrie

Exercice 17 | € Quelques calculs de cosinus et de sinus Solution

1. Soient (a, b) € R%. Rappeler les formules donnant cos(a + b) et sin(a + b).
2. Calculer les réels suivants :

[ ol ()
cos|—|, sin[{—], cos|—|.
12 12 12

I
Indication : Par exemple, pour le calcul de cos (E)’ on pourra commencer par

ZLON | S
remarquer que — — — = —

3. En utilisant cette fois une formule de duplication, calculer :
5 (3]
cos|—|, sin|—|.
8 8

T T
Exercice 18 | 4P Calcul de tan(g) et de tan(ﬁ) Solution  Soient (a, b) € R%. On

suppose que tan a, tan b et tan(a + b) sont bien définis.

1. Rappeler les formules donnant cos(a + b) et sin(a + b).

2. En déduire une expression de tan(a + b) en fonction de tana et tan b, puis une
expression de

3. [Application : calcul de tan(m/8).]

31) Montrer que le nombre x = tan(7/8) est solution de I'équation x> +2x—1 =
0.

3.2) Endéduire que x = V2-1.

3.3) Déterminer avec la méme méthode la valeur de tan(m/12).

Exercice 19 | €  solution Résoudre sur R les équations suivantes et représenter les
solutions sur le cercle trigonométrique :

V3 1
1. cos(dbx)=— 2. sin(4x)=--
(5x)= % (4x)= 3
x
3. tan(E) =-1 4, tan(2x) = —\/§
Exercice20 | 8 solution Résoudrelesinéquations suivantes dans R, puis dans [0, 27|
et [-m,m]:
1 3
1 7 tan(3x) > 1 2. sin(3x)= —\/7_
3
3. \/Ecos Bx)=1 4. tan(x) <1

Exercice 21 | §§ Angle moitié solution

X
1. Soitx e R\{m+2km, k€ Z}. Onpose: u = tan(g), établir les relations suivantes,

et indiquer pour quelles valeurs de x elles sont valides :
2
COSX = ——

1+

. 2u
3 sinx = m, tanx =

1—u?’
2. En utilisant ces relations, résoudre sur R I’équation :

X
cosx —3sinx +2tan(§) -1=0.

Exercice 22 | Valeurs absolues et sinus. Solution Montrer que :

VneN, VOe[0,n], |sin(nB)|<nsinb.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

. 2 estracine évidente et on obtient:

Solution (exercice1) Enoncé

1.
A:9n+l_9n+2_3x32n:9n+1_9n+2_3X9n
=9"(9-9%-3)=3.9"(2-3%)=[=3.52.9"]
2 1)2n 2 5 7
B:——5><2_2"_1+7><(—) —— + —
4n 2 22n 22n_2 2211
1 5 13
[o-2 7] - 2
22n 2 2n+1
=3%(=1)" = (-9)" =9"(~1)" = (-1)"9" =[0]
2,
9 8
X x
X X
x® x6
=——="=1
(x2)°  x-

C= x_3y2 :x_ yz = Y
(xy—1)4 x4y—4 x7

Solution (exercice2) Enoncé

A=4v/24-5/96+4\/54
—4y/3%x4x2-5\3x4x2x4+41/6x3?
=8v6-20v6+12\6
~[0]

B=7—2\/6+7+2\/E+2\/(7—2\/6)(7+2\/é)
=14+2\/49 -4 x6=[24].

=\/(2x+1)2= I'expression est définie sur R
_VO(V3+V2)+3(v/3-v2) _ 6\@+3f 3v/2 _[6v3)
(V3-V2)(V3+V2)

Solution (exercice 3) Enoncé Dans tout I'exercice, on notera . I'ensemble des

solutions de I'’équation ou I'inéquation résolue.

1. 1 estracine évidente et on obtient: x> +4x?+x-6=0 < (x—-1)(x*+
5x +6) = 0. Un tableau de signe donne |# = [-3,-2[U]1, +ool |

1
L 2x%—4x+2=1-x < 2x*-3x+1=0donc y:{_,l}_

x-x2-x-2<0 = (x-2)(x%+x+1) <
0 et le discriminant de x? + x + 1 est négatif donc[.# = ]—o0, 2[.

. On factorise par 3x — 1 et on obtient :

Bx—-1)(x+2)+(2-6x)(4x+3)>0 < (3x—-1)[x+2-2(4x+3)]>0
<~ (3x-1)(-7x—-4)>0.

41
Un tableau de signe donne |.¥ = 23
. On factorise par 2x? puis on utilise I'identité remarquable a? — b? et on ob-
tient :
32x%-162x% <0 <= 2x%(16x* —81) < 0 <= 2x%(4x2-9)(4x*+9) < 0.
33
Un tableau de signe donne |.# = ~3' [ ~{0}.

. On commence par le domaine de résolution. L'inéquation est bien définie si

11
et seulementsi4x?—1#0et4x?—4x+1#0.Ainsi 2 =R~ {_E' 5}
On passe tout du méme c6té et on met tout au méme dénominateur. On a :
2x 2x+1 2x(2x—-1)-(2x+1)(2x +1)
(2x+1)2x-1) (2x-1)2 (2x—1)2(2x +1)
—6x—-1
— <0
(2x-1)2(2x+1)

=

Un tableau de signe donne | = ] oo,——l [—— —I ]—+ool

. On commence par le domaine de résolution. L'inéquation est bien définie

si et seulement si x* —5x>+4 #0 < (x> -4)(x>—-1) # 0. Ainsi 2 = R~
{-2,-1,1,2}.
On passe tout du méme c6té et on met tout au méme dénominateur. On a:
x*+x 5x%+x —4 -0
x*—5x2+4 (x2-4)(x%2-1)

—1,§[u 11,2[.

Un tableau de signe donne | ¥ = |-2,-1[ U ]

2

. (x-1)*<1 < x(x-2)<0donc|.¥ =0,2]|
. On commence par le domaine de résolution. L'inéquation est bien définie si

et seulement si x —2 # 0 et 2x # 0. Ainsi 2 = R~ {0,2}.
De plus,ona:

1 1 xX+2
— < — — —— <0
x—-2 2x 2x(x—-2)
et un tableau de signe donne :|.% = ]—oo,—2[U]0, 2[|.
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10. On commence par le domaine de résolution. L'inéquation est bien définie si
etseulementsix+1# 0. Ainsi 2 = R~{-1}.
2x+1 3x-2 -x+3
= =
x+1 1+x 1+x
et un tableau de signe donne | =[-1,3]|
11. On commence par le domaine de résolution. L'inéquation est bien définie si
etseulementsix—2#0etx+1+#0.Ainsi ¥ =R~{-1,2}.
x2+10x—4<16x+2 x(x2—5x+36)<
x—2 T ox+1 (x-2)(x+1)
donc un tableau de signe donne|.% = ]—oo0, -1[ U [0,2[].

=0

=

Solution (exercice 4) Enoncé
1. ® Domaine de résolution : 2 = |2e, +oo[
® Ona:ln(x?-4e?) <1+In(3x) & x*—3xe—4e” < 0. Un tableau de signe
donne m.
2. ® Domaine de résolution : 2 = R**.
® On distingue deux cas :
o Six =1, alors [Inx| =Inx et on doit résoudreInx <1 < x < e, donc

S =[Lel.
1
¢ Si0<x <1,alors|lnx| = —Inxetondoitrésoudre —Inx <1 < x > —,
e
donc % = |-, 1].
e
1
Ainsi, & = A U S, soit: |.L = |-, el
e

2
3. ® Domaine de résolution: 2 = ]5,6[.
® En utilisant les propriétés du logarithme népérien, on a : In[x(2x +4)] =
In[(3x —2)(6 — x)]. Ce qui est équivalent a x(2x +4) = (3x —2)(6 — x) car
la fonction exponentielle est strictement croissante sur R. En passant tout

6
du méme coté et en développant, on obtient : |.¥ = {E’ 2} .

4. ® Domaine de résolution: ¥ =R.
® OnposeX = e* et on doit résoudre 2X*> —X —1 < 0. On obtient X €

)

1
=1
2

1
soit e* > -3 et e* < 1. La premiere équation est toujours vraie, et la
deuxieme équivaut a x < 0. On a donc: | = [—o0,0]|.
5. ® Domaine de résolution : 2 = |1, +oo].
® En utilisant les propriétés du logarithme népérien et le fait que la fonction
exponentielle est strictement croissante sur R, on doit résoudre 5x*—14x +

8 < 0. En n'oubliant pas le domaine de définition, on obtient|. = |1,2[|.
6. ® Domaine de résolution : 2 = R.
® On poseX = e? et cela revient a résoudre 4X> —3X = 0 < X(4X-3) =

. P . < X X 3 os o 2 .
0. Ce qui est équivalent a ez < Ooue? > 7 La premiere inéquation est

3
impossible et la deuxieme donne | = [21n (Z)’ +oo[ .

Solution (exercice5) Enoncé
1. ® Domaine de définition: 2 = [—1, +oo[
® Attention, pour pouvoir élever au carré, il faut que les termes des deux
cotés soient du méme signe! Il faut toujours faire des cas :
o [Cas 1] six < 1:on ne peut pas élever au carré. Une racine carrée
étant toujours positive, on a & = @.
¢ [Cas2] six =1:onpeutpasseraucarrée dansl’égalité tout en conser-
vant I'équivalence, les deux membres étant positifs. On obtient comme
résultat x = 0 ou x = 3. Or, on est sous '’hypotheése x = 1 donc .%, = {3}.
Synthése : on a &# = # U S, soit : | & = {3}].
2. ® Domaine de définition : 2 = [-2, +oo].
® Lesdeuxtermes étant positifs, on peut passer au carré dans I'inégalité tout
en conservant I’équivalence et on obtient

5
Vi+d+Vx+2<] (x+4)(x+2)s—5—x.

Il faut ensuite faire deux cas :

o [Cas1] six> - : on ne peut pas €élever au carré.
Comme une racine est toujours supérieure ou égale a 0, on obtient ¥ =
2.

o [Cas2] six< —g : impossible car 2 = [-2, +oo[ donc % = @.

Synthese:ona|¥ = @|.

3. ® Domaine de définition : 2 = ]—oo, —\/5[ U [\/g, +oo].
® [ On fait deux Cas pour élever au carré |

o [Cas 1,six < g] on ne peut pas élever au carré. Une racine carrée

étant toujours positive ou nulle, et le membre de droite étant négatif,

on obtient ¥ = ]—oo,—\/g[u \/g,g]

9
o Cas2,six > —.Les deux termes de I'inéquation sont alors positifs et on

peut donc passer au carré tout en conservant I’équivalence. On obtient
Vx2-3>5x-9 < 4x*-15x +14<0.
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. 7 .
Les racines sont alors — et 2. Lensemble solution est alors pour ce cas,
en n'oubliant pas de regarder a la fois le domaine de définition et I'hy-

9 9
pothése x > =, % = ]—,2[.
5 5
Synthese :|.# = ]—oo,—\/g[u]\/g,z[.
Domaine de définition : 'inéquation est bien définie si et seulement si
e—1
el_e"—e+120 = (e-1)e*—e+120 < exz—l
e —
care—1> 0.Ainsionobtientque: e**!'-e*—e+120<=e* 21 x>0
en composant par la fonction In qui est bien strictement croissante sur
R*™*. Ainsi 2 =R".
On peut remarquer que sur &, on a toujours e* — 1 = 0. Ainsi les deux
termes de I'inéquation sont toujours positifs et on peut passer au carré
tout en conservant I’équivalence. On obtient que :

ef—1=Vetl—et—e+1 < e —(1+e)e’ +e>0.
On pose alors X = e” et on doit résoudre X? — (1 + €)X + e = 0. Le discrimi-
nant vaut A = (e — 1)? et les racines sont 1 et e. Ainsi on obtient :

e -1=Vertl—ef—e+1 < ef<loue*>e < x<Ooux=1
en composant par la fonction In qui est strictement croissante sur R**.
Comme 2 = R*, on obtient que :

e -1>Vetl—ef—e+1 < x=0oux=1.
Conclusion :[# =1, +oo[ U {0}].
Domaine de définition : 'inéquation est bien définie si et seulement si (x +
3)(x—1) = 0.1l s’'agit d'un polynéme de degré 2 dont les racines sont —3 et
1. Ainsi @ = |—o00,—3] U [1, +oo].
On étudie deux cas :

1
o [Cas1,si2x—1<0 < x < =] onnepeutpas élever au carré. On se
place donc sur |—o0, —3]. Comme une racine carrée est un nombre po-
sitif ou nul, elle est bien toujours supérieure ou égale a un nombre stric-
tement négatif. Ainsi I'inégalité est toujours vérifiée sur cet ensemble et
on obtient que %, = [—o0, —3].
o Cas2,si2x-120 < x=—.
On se place donc sur [1, +oo[. Les deux termes sont alors positifs et on
peut donc passer au carré tout en conservant I’équivalence. On obtient
que:
Vx+3)(x—1)=22x-1 < x*>+2x-3=4x*>—4x+1 < 3x*>—-6x+4<0.
Le discriminant vaut A = —12 et ainsi pour tout x, on a: 3x*> —6x +4 > 0.

Donc % = .

Syntheése : on a|# = [—o0,-3]|.

Domaine de définition &2 = [-2, +oo].
On utilise ici par exemple la forme conjuguée, c’est-a-dire on multiplie
le numérateur et le dénominateur par la quantité strictement positive

vV x+4++/x+2. On obtient alors I’équation équivalente a résoudre
2
=1l = 2=Vx+4+Vx+2.
VX+4+y/x+2

On est ainsi ramené a pratiquement la méme équation que tout a '’heure

7
que je vous laisse résoudre. On obtient |.¥ = {_4_1 }

Domaine de définition 2 = R~ {1}.
La racine carrée est une fonction strictement croissante sur R* et tous les
termes de I'inéquation sont bien positifs, on peut donc composer par la

racine carrée. On obtient (attention a ne pas oublier la valeur absolue!) :

x-3

1<s|——|<3.

x-1
On fait alors deux Cas pour enlever les valeurs absolues —

x-3
o Casl, P =20 < x€]-00,1[U][3,+00].

x —

x-3

x-1

< 3. La résolution de la premiere in-

On doit alors résoudre I'inéquation 1 < < 3. Les réels x doivent

x-3 x-3
et
. . x-1 x-1
équation donne :

donc vérifier 1 <

x-3 -2

—— 2]l —=20<<—= x-1<0.

x-1 x-1
Le premier ensemble solution est ainsi [-o0,1]. La deuxiéme inéqua-
tion donne

x-3 x-3 —2x

—— <3¢ ——-3s0 <= ——=<0

x-1 x-1 x-1

Un tableau de signe donne alors que le deuxieme ensemble solution est
alors ]—o0,0] U [3, +o0].

On obtient ainsi, en faisant I'intersection de ces deux ensembles et en
vérifiant qu’on est bien aussi dans |—oo, 1[ U [3, +00[, que ¥ = [—00,0].

x-3
o [Cas 2] —1<0 — x€][L,3].
x_

x-3
On doit alors résoudre I'inéquation 1 < ] < 3. Les réels x doivent
- 3—-x 3-x . . o
donc vérifier 1 < 1 et 1 < 3. Larésolution de la premiere inéqua-
x - X -
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tion donne
3—-x —-2x+4
2] & —
x-1 x-1
Un tableau de signe permet de trouver le premier ensemble de défini-
tion. Le premier ensemble solution est ainsi [1, 2]. La deuxiéme inéqua-

= 0.

tion donne
3—x 3-x —-2x+3
<3 350 = ——<0.
x — — —
Un tableau de signe donne alors que le deuxieme ensemble solution est
3
alors | —, 3] .
2

On obtient ainsi, en faisant I'intersection de ces deux ensembles et en

3
vérifiant qu'on est bien aussi dans |1, 3[, que %, = [E’ 2] .
Synthese : 'ensemble des solutions correspond alors a la réunion des deux

3
sous-ensembles .# et .%,. Ainsi, on obtient : | = |—o0,0[ U [E,ZI .

Solution (exercice 6) Enoncé
1. Ily a une valeur absolue, on doit donc étudier deux cas :

® [Cas1] si2+x=0,asavoirsix > —2. 'équation a résoudre est alors :
24x4+2+42x=x> & x?-3x-4=0
Le discriminant d'une telle équation est A = 25, ainsi, les solutions sont
x; = —1 et x, = 4. Elles sont bien toutes les deux supérieures a —2, donc
‘Spl = {_ L, 4}
® [Cas 2,si2+ x <0, asavoir si x < —2.équation a résoudre est alors]|
2-x+2+42x=x* = x*-x=0
Les solutions sont x; = 0 et x, = —1. Aucune des deux solutions trouvées
n‘appartient a I'intervalle [—oo, —2], ainsi %, = @.
Synthese : on obtient .
. Il'y aune valeur absolue, on étudie donc deux cas :
® [Cas1] six=0.Léquation arésoudre est alors équivalente a
x=x = x*-x=0 < x(x-1)=0.
L'ensemble des solutions est alors % = {0, 1}.
® [Cas2] six <0.Léquation arésoudre est alors équivalente a
x’=-x <= x*+x=0 < x(x+1)=0.
Lensemble des solutions est alors .%, = {1, 0}.

Synthése : 'ensemble des solutions est|.¥ ={-1,0, 1}|.

. On fait deux cas selon que 2x —3 = 0 ou 2x — 3 < 0 et on obtient |.¥ = l

1 5]
2’2

. On commence par faire un tableau récapitulatif et on obtient :

3 6
X —o0 -- - +00
2 5
|2x + 3| -2x -3 0 2x+3 2x+3
|-5x + 6| —5x+6 —-5x+6 0 5x -6
[2x + 3| — |-5x + 6| 3x-9 7x-3 -3x+9
On étudie alors les 3 cas et on obtient au final— [ = @.]
5. On commence par faire un tableau récapitulatif des cas :
X —00 -1 0 1 +00
| x| —X -X 0 x x
|x2—1| x*-1 0 —x*+1 -x*+1 0 x?-1
Etude de cas :
® [Casl] sixe[—oo,—1]:
‘x2—1’<2|x| — x*-1<-2x <= x*+2x-1<0.
Ainsi ¥, = [—1—\/5,—1].
® [Cas2] sixe]-1,0[:
‘x2—1|<2|x| — —x’+1<-2x < x*-2x-1=0.
Ainsi % = [-1,1- V2.
® [Cas3] sixe0,1]:
‘x2—1’ <2|x| &= —-x?+1<2x < x*>+2x-1=0.
Ainsi % = [-1+ V/2,1].
® [Cas4] sixe]l,+oo[:
|2 -1]<21x] = x?-1<2x = x*-2x-1<0.
Ainsi 7 = [1,1+ /2]
Synthese : on obtient |.% = [—1 - \/5,1 — \/5[ U [—1 + \/5,1 + \/E] .
. Lesracines de x — x?—x—2sont —1 et 2. Onrésout donc sur 2 = |—oo, —1]U

[2,00]. Les deux membres de I'inéquation étant positifs, nous avons :

Vx2-x-2213x+2| &= x*-x-2=(3x+2)?
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— x?-x-229x*+12x +4

< 0=8x*+13x +6.
Ce dernier trindbme est de discriminant négatif, donc est toujours positif.
Ainsi, 'ensemble des solutions est |<7 =]-00,-1]U[2,00[}, I
finition.
On résout sur 2 = R puisque le dénominateur ne s'annule jamais (somme
d’un réel strictement positif et d'une quantité positive).
® [Cas1] xe[-1,1].Alors:

x2+\/§x> x+\/_x

21+l 2-x%
x(x+\/§) .
(ﬁ—x)(ﬁ”)

>\/§—x>0
- X

—

|

oo sl

<~ X =

— X =

On obtient un premier ensemble de solutions: ¥ =

PN

\/_
2

® [Cas2] xe~[-1,1]. Alors:

x+\/_x> x+\/_x

=
|x2-1]+1 2

(:)x+\/§>l
X
x+\/§ X \/E
— -

—-=—20.
X x X

Cette derniere inégalité ne pouvait étre vérifiée que pour les x positifs, on
déduit un second ensemble de solutions: % =[1,00].

V2

2= o
2

Lensemble des solutions est donc|.# =

2
X
On pose pour cela la fonction f(x) =In(1+x)—x+ > Cette fonction est

bien définie sur R* et elle est dérivable sur R* comme composée et somme

1
de fonctions dérivables. On obtient pour tout x = 0: f'(x) = Tox 1+x =
2

T’ Comme on est sur R, ona: f'(x) = 0, donc f est croissante. Ainsi
+x

0 est le minimum de f sur R* et on obtient bien que pour tout x > 0 :
2 2

X X
In(1+x)—x+ > =0, asavoirx—7 <In(1+x).
® On montre de méme la deuxieme inégalité en étudiant la fonction g(x) =

In(1+x)-x.
2

X
. Pour tout x € R*, on pose f(x) = e* — 5 1. La fonction f est définie et

dérivable sur R comme somme de fonctions définies et dérivables. On a, pour
tout x € R,

f'(x)=e"—x.
Or on a montré dans le cours (il faudrait refaire le raisonnement) que I'on a
e* = x + 1 pour tout x € R, donc on a f'(x) = 0 sur R*. On obtient alors le
tableau de variation suivant

X 0 +00
f'(x) +
e /
0

De plus, f(0) = e®—0—1 = 0. Dconc la fonction f est toujours positive ou
nulle d’apres le tableau de variations, on a donc bien:
2
X
Vx eR, ex2?+l.

L& / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

Solution (exercice 8) fnonce 1l suffit juste de remarquer que

x€]0,1] = x*<x < /x.
Solution (exercice7) Enoncé L'inégalité précédente est a connaitre. En particulier, on a x2 < \/x et x < y/x et
en additionnant les inégalités, on obtient I'inégalité cherchée. Ainsi,

‘Vx €]0,1[, x*+x <2\/;.‘

1. On démontre I'inégalité en deux temps.

2
X
® Montrons d’abord que pour tout x > 0: x — > <In(1+x).
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Solution (exercice9) Enoncé
1. Soient a et b deux réels. D’'une part,ona:
(lal = 1b1)* = lal* ~2|al bl +|b|?
=a®-2]al|b| + b*
=a’-2|ab| + b>.
D’autre part, on a (|a| — |b|)? = 0 (un carré étant positif).
Onobtient: a®*—2|ab|+b* = 0, ce quidonne: 2 |ab| < a®+b?, d’otle résultat
en divisant par 2 (ce qui ne change pas le sens de I'inégalité). Donc :

Qcar lal? = a® |b|* = b?

Qcar |al|b| = |ab|

1
lab| < E(a2 +b?)|.

2. Soit x = 0. Il suffit d’utiliser la question précédente avec a = \/; etb=1,ce
qui donne :

VEe+1
Vil = 5—
puis : ﬁ < al , sachant que ‘\/ﬂ = 0 (puisque ﬁ >0)et \/}2 = x par

x+1
définition. Donc: |/x < —

+1

Solution (exercice 10) Enoncé
1. ® Domaine de résolution : R.
® Onrésout par équivalences successives, 'inconnue étant ici x. On obtient
ainsi que :
m(x+2)=2m(3x—4) < -5mx=-10m < mx =2m.
On doit doncici étudier deux cas selon que m est nul ou pas car on ne peut
pas diviser une égalité par un nombre nul...
o [Cas 1] si m = 0:1'équation est alors équivalente a : 0 = 0 et ainsi

o =)

o [Cas 2] sim # 0:1'équation est alors équivalente a : x = 2 et ainsi

[Fmso = (21}

2. Le domaine de résolutionest Retona:
(m+1)x+2-m=0< (m+1)x=m-2.
® Si m = —1, 'équation devient 0 = -1 —2 = —3. On obtient donc :

Far =)

® Si m # —1, on peut alors diviser par m + 1 # 0 et on obtient :

m-2
qut_1:{m+1}'

3. Le domaine de résolution est R et on a
e -2me*+1=0 < X=e' et X*-2mX+1=0.
Etude de I'équation X? — 2mX + 1 = 0. Son discriminant vaut A = 4(m? —1).
On fait des Cas selon le signe de A —
® Sime ]-1,1[, alors A <0, et.
® Sime ]—oo,—1[1,+o0], alors A = 0. Il existe donc deux solutions réelles
(distinctes si m # —1 et m # 1 et égale sinon) qui sont

Xy=m+vm?-letX,=m—-vVm?-1.

Comme X = e*, on doit vérifier si X; et X, sont bien strictement positives.
o étudedeX;:

X;>0 <= vVm?-1>-m.

— Sim e [-oo,—1], alors —m = 0 et on peut passer au carré de chaque

cOté tout en conservant I’équivalence. Ainsi,
Vm2—1>-m < m?*-1>m? < -1>0.

Impossible donc X; ne peut pas étre solution si m € [—oo,—1].

— Sim € [1,+00[, alors —m < 0 et 'inéquation est toujours vérifiée.
Ainsi, X; est solution si m € [1, +o0|.

o étude de X,. On refait un raisonnement analogue et on obtient que si
m € |—oo,—1], X, ne peut pas étre solution et que si m €]1, +o0], X, est

solution.
On peut donc conclure dans le Cas ou m € [-oo,—1], on a —
yme[—oo,—l] =9\

Il nous reste ainsi a finir le Cas ou1 m € [1, +oo[. Dans ce cas, on a vu que
X, et X, sont strictement positifs. On obtient alors en utilisant le fait que
la fonction In est strictement croissante sur R**—

e -2me*+1=0 <= e =m+vVm?-loue*=m—-vm2+1
— x=In(m+vm?-1)oux=In(m-vm?+1).
Ainsi, on obtient : |.%,,c(1 1o = {1n(m+ vm?-1),In(m-vm?- 1)}.

4. ® Domaine de définition: 2 = R~ {0, 1}.

® On passe tout du méme coté et on met tout sur le méme dénominateur.

On obtient :
+3 2m-1 4 — - +3
m _m (4= m)x - (m )=O<:>(4—m)x—(m+3)=0.
X x—1 x(x—-1)

On doit donc étudier des cas :
o [Cas1l] sim=4,onobtient: m+3=0 < 7=0.Ainsi|¥,_, = D.

m+3
o [Cas2] sim + 4, onobtient x = —m Il reste alors a vérifier que ce
-m
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m+3
nombre est bien dans le domaine de résolution, a savoir que i-m +0 aussi m > m. On obtient donc que|.%,,.o = {? }
3
et 1.
4-m 3
m+
— Sim = -3 alors =0et ainsim
4-m
— Sim= 1 alors m+3 =1et ainsim Solution (exercice 11) Enoncé
2 4-m 3 2 1. Ici le domaine de résolution est R. On peut remarquer que le coefficient
— Sinon|S,,cp\4,-3,1} = { m¥ } constant du trindme vaut m x 1, le coefficient du x vaut —(m + 1), et le coeffi-
2 4-m

cientdominant vaut 1. Les racines sont donc m et 1. Sil'on ne pense pas a uti-
liser cette propriété, on calcule le discriminant et on obtient que A = (m—1)>2.
On étudie donc 2 cas :

5. ® Domaine de résolution : Léquation est bien définie si x*> + mx = 0 <
x(x + m) = 0. Les racines du polynéme de gauche sont 0 et —m. On doit

donc distingu'er trois cas selon que m >0, m =0 et m <O0. ® [Cas1] sim =1:Alors A=0etx =1 estlaseule solution et x* — (m +
o [Casl] sim>0: Dx+m=0 < (x—1)>=0.Ainsi[F,_, =R/
Un tableau de signe donne que : 2 = ] oo, =m|[0, +oo[. ® [Cas2] sim #1,alors A >0 etles deux solutions réelles distinctes sont
o [Cas2] sim=0: m+1+|m-1| m+1—|m-1| ) .
On doit résoudre x* = 0 et ainsi: 2 = R. H=———p et =—7——.0On doit donc distinguer deux
cas:

o [Cas3] sim<O0:
Un tableau de signe donne que : 2 = |—o00,0[ — m, +o0.
® Résolution :
Lorsque x—m < 0 <= x < m:iln'yapas de solution car une racine carrée
est positive ou nulle. Ainsi on se place dans le Cas ol x = m. Dans ce cas
13, les deux membres de I’équation sont positifs et on peut donc passer au
carré tout en conservant I'équivalence. On obtient ainsi—

o Si m < 1 : les deux racines sont alors m et 1 et on obtient
|ym<1 =]—o0,m]uU [1,+oo[.|
o Si m > 1 : les deux racines sont alors 1 et m et on obtient
|§”m>1 =]-o0,1]U [m,+oo[.|
2. Linéquation est définiesix—1# 0et x +2 # 0. Ainsi, 2 = R~ {-2,1}. Sur cet
ensemble, on obtient :
m 1 m(x+2)—(x-1)
< — <

x—-m=vVx2+mx < x*-2mx+m?®=x*>+mx < 3mx = m>.

x—1 x+2 (x-1)(x+2)
On doit alors distinguer deux Cas selon que m = 0 ou pas— x(m-1)+2m+1
_0n- f g —\/y2 - s
¢ [Cas2] m =0:danscecas,onobtient:x—m =V x?+ mx < x = |x| (x—1)(x+2)
ce qui est vrai si et seulement si x = 0. Ainsi car le domaine ® Sim =1, l'inéquation a résoudre devient alors :
de résolution est R. m 1 3
o [Cas1etCas3] m #0:dans ce cas, on peut diviser par m et on ob- x—1 < X +2 = (x-1)(x+2) <0.

tient : :
Un tableau de signe donne alors :|%#,,-; = |-2, 1[|
m m=1 b
X—-m=Vx>+mx < x=

2m+1
® Sim # 1,alorslaracinede x(m—1)+2m+1 est

. Pour pouvoir faire
IInereste plus qu’aregarder si un tel x est dansle domaine de définition,

et s’il vérifie bien la condition Xz m.
— [Casl] sim>0:ona 3 € [0, +o0[ © 2. Par contre, cette fois

un tableau de signe correct, on doit savoir ou elle se situe par rapporta —2
et 1.

. . . 2m+1
¢ Sim > 1.Larésolution de

< —2 estjustement équivalente a m >

m
on a — < m, donc la solution ne convient pas. Ainsi on obtient que 2m+1
3 1. Ainsi, la racine
‘Spm>0 =9. . 1-m . .
m un tableau de signe, en remarquant en particulier que m >1 < m —
— [Cas3] sim<0:onabien 3 € [—00,0] € 9, et d’autre part, on a 1>0:

est la plus petite des trois. On peut alors faire
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¢ Si0 < m < 1.Larésolution de

. .. . 2m+1
¢ Si m < 0. Ainsi, la racine

.. m
x —00 aml -2 1 +00 Ainsi, 2 = [—7, +oo[.
® Résolution :
(m-1x+2m+1 - 0 + + +
Y42 _ - 0 + + o [Casl] x+1<0 <<= x<-1:
Linéquation est alors toujours vérifiée car une racine carrée est tou-
x-1 - - - 0 + jours positive.
m—Tyxr2mel Pour trouver 'ensemble solution, il faut alors étudier la position de ——
~ 0 4 - + 2
et par rapport a —1.
. 2m+1 m
Ainsi, | Fpsq = |—00, n ]U]—Z,l]. STl -ms-2=m=2
-m

= 1 est équivalentea 0 < m < 1.

L . 2m+1
Ainsi, laracine

estla plus grande des trois. On peut alors faire un

tableau de signe, en remarquant en particulierque m <1 <= m—-1<0:

_ 2m+1
X o0 -2 1 T +00
(m-1x+2m+1 + + + 0 -
X +2 - 0 + + +
x -1 - - 0 + +
(m-1)x+2m+1 _ _
ST + I

2m+1

AinSi, yme[o'l[ = ]_Z,I[U

, +0oo| |

est entre les racines —2 et 1. On peut

-m
alors faire un tableau de signe, en remarquant en particulier que m <
0<l<=m-1<0:

_ 2m+1
X (o] -2 e 1 +00

(m-1)x+2m+1 + + 0 - -

x+2 - 0 + + +

x -1 - - - 0 +

(m-1)x+2m+1 — —

x—1D(x+2) + 0 +
L 2m+1
Ainsi, | S = ]—2, — | U1, +oo[|
-m
3. ® Domaine derésolution. Linéquationaunsenssi:2x+m =0 <= x = —?.

Ainsi, on obtient

— Sim =2,alors & ., = _%,_1 [

— Sim<2,alors A ., = @.

[Cas2] x+1=0 < x = —1. Les deux termes de I'inéquation sont

alors positifs, on peut donc passer au carré tout en conservant I’équiva-
lence et on obtient :

V2x+mz2x+1 <= 2x+m=x24+2x+1 < x>’+1-m<0.

Le discriminant est A = 4(m — 1), on a donc
— Sim<l,alorsA<0et.%,,.; =@.

— Sim =1, alors les deux solutions sont —\/m —let \/m —1. 11 faut

m
alors étudier la position de —v/m — 1 par rapport a ey eta—1.0n
a

—\/m—lz—%
“— \/m—IB%

— m?’—-4m+4=0

>termes positifs

—= (m-2)°?=20.
Cette derniere inégalité est toujours vraie. Ainsi, on a, pour m = 1,
-vm-1= —%.
Un raisonnement analogue montre que
-Vvm-1<-1<< m=2.
On en déduit les résultats suivants :
— Silsm<2 alors—vm-1> -1, —% >-let—-vm-1= —%,
donc % e =[-Vm-1,vm—1].

m m
- Sim>2,alors—\/m—1<—l,—?s—let—\/m—lz—g,donc
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‘sz,mEZ = [_1r vV m— 1]-

¢ On peut alors conclure :

— Sim<1, alorsm

— Sil < m < 2 alors
Fmen2l = [_V m-1v m_I]’

— Sim = 2, alors ., =

ymzzz [_%, V m_].l

@ U [—\/m—l,\/m—ll, soit

—ﬂ,—l[ U [—1,\/m—1[ soit

2

Solution (exercice 12)  tnoncée Pour tout n € N, notons & (n) la propriété :

« |un| <2mtl,,

Initialisation. Pour 1 =0, |uy| = 2 et 2°*! = 2 donc |u,| < 2°*! et 22(0) est vraie.

Pour n =1, |u;| =3 et 2'*! =4 donc |y, | = 2'*! et (1) est vraie.

Hérédite. Supposons P (n) et Z(n + 1) vraies pour n fixé dans N de sorte que :
lu,| <2™  et|u,,,| <2

Ona:
|u |=‘3un+l_un — |3un+l_un|
n+2 2 2

D’ol1 par inégalité triangulaire puis hypotheses de récurrence, on obtient :

3141 | + 14,
2
_ 3|un+1| + |un|
- 2
3 x 2n+2 + 2n+1
S _—
2
_2M1(3x2+1)
- 2
=2"x7.
Or, 2"*3 =2"x2%=2" x8.Onadonc:2" x 7<2" x 8 =2"*3.
On obtient bien : |u,,,,| < 2"*.
D’ou, par récurrence double : |Vn eN,|u,|< 2””‘

|un+2| =

Solution (exercice 13) Enoncé
1 [ X2+ lJ = 2 si et seulement si 2 < V' x2 + 1 < 3 par définition de la partie

entiere. Puisque les trois membres sont positifs, on a :
2<Vx2+1<3 <= 4<x*+1<9

— 3<x?<8,

= xe|-VB-v3|u[V3.VE.

Lensemble des solutions est donc ]—2 \/5, - \/§] U [\/5, 2\/5[ .

Solution (exercice 14) Enonce Partons la encore de la définition.
lx] <x<|x]+1.
Donc en multipliant par n,
nlx] <nx<nl|x]+n.
Puisque n|x| est un entier inférieur a nx, on a n|x] < |nx]. Puisque n|x] +n est
un entier strictement supérieur a nx, ona |nx|+1 < n|x] +n, donc finalement :
nlx] <|nx] <n|lx]+n-1.
Divisons a présent par n de chaque coté :

ijsllnxJSLxJ+l—l<[xJ+l.
n n

Par unicité de la partie entiére, on a donc immédiatement :

EtnxJJ = L.

Solution (exercice15) tnonce Pour établir des inégalités sur les parties entiéres,
on utilise en général la définition du cours ci-apres : c’est le plus grand entier
inférieur ou égal au réel en question. Par ailleurs, la partie entiére plus un est le
plus petit entier strictement supérieur au réel en question.
Soit (x,y) € R?. Par définition de la partie entiére, nous avons :
x| <x<|x]+1, |y|<y<Ix]+1.
Nous avons donc en sommant :
x|+ |y <x+y<lxl+|y]+2. (%)
® Montrons que |x] + |y| < |x + y|. Pour établir cette majoration, il suffit donc
d’établir que | x| + | y| est un entier inférieur ou égal a x + y (on aura alors que
la partie entiere de x + y est supérieure a cette entier, puisque c’est le plus
grand). Le réel |x] + |y| est bien entier, puisque c’est une somme de deux
entiers, et on a montré avec (x) que | x| + Lyj < x +y, c’est donc terminé.
® Montrons que |x+y| < |x] + |y] + 1. D’apres (%), |x] + |y] + 2 est un entier
strictement supérieur a x + y, |x +y| + 1 est le plus petit entier strictement
supérieur a x + y, donc
[x+y|+1<|x]+|y]+2.
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Donc |x+y]|<lx]+[y|+1.
On a donc établi que :
‘V(x,y) eR?,  |x]+|y] < |x+yl<Ixl+]y]+ 1‘.
On retiendra donc en particulier de cet exercice que la partie entiére d'une
somme n’est pas la somme des parties entieres.

Solution (exercice 16) Enoncé

1. [VxeA x<-7] 2.
3. [ImeR, AMeR, VxeA, m<x<M|]

VxeA, x>/ 5. [VMeR, 3x€A, x>M|]
VxeA, x=1 . L
6. { VM<1 3xeA, x>M. La seconde ligne signifiant que aucun M < 1

ne majore A.

Solution (exercice17) Enoncé
1. Ona

cos(a+ b) =cosacosb —sinasinb,

sin(a + b) =sinacosb + cosasin b.

T T
2. ® Ona——-—=—,donc:
3 4 12’

()3 -5 o)

(
) f(1+f).

soit apres smlphﬁcatlon COoS (

® De-méme,ona

] o0 (3 2) s ZJ[z) - o)

V2(v/3-1)
=

T
soit apres simplification : [sin (E)

® A partir du calcul précédent, on a:

Va(-v3)|

(1) =eoliz2)=nliz)-
cos|—|=cos|—+—=|=-sin
12 12 2 12 4

b
3. Il suffit de remarquer que : i

b
x —. On pose alors 0 = 3 et on obtient par

1A
N =

la formule de duplication des angles : cos (20) = 2 cos? (0) — 1. Ainsi,

2(“) cos(X)+1 /242
cos’[=| = = )
8 2 4

T
Le réel 3 est dans I'intervalle |0

et le cosinus est positif sur cet intervalle,

o (n) V2+2
ainsi:|cos|—| = .
8 4
Une fois le cosinus connu, le sinus se déduit par la formule cos?(x) +
sin? (x) = 1. On obtient ainsi,
- (n) V2+2 2-4/2
sin 3 =1- = .

4 4

La encore, le sinus étant positif sur l'intervalle

2—\/5.

(3]
sin|—| =
8 4

, on obtient :

L
0, =
2

Solution (exercice18) Enoncé
1. Ona

cos(a+ b) =cosacosb —sinasinb

sin(a + b) = cosasinb + sinacos b.

2. Ainsi:
cosasinb +sinacosb

tan(a + b) - -
cosacosb —sinasinb

cosacosb(hb | sind)
cosb cosa

__ sinasinb )

cosacosb(1 — 2nasnb

tana +tanb

1-tanatanb |
En notant x = tan(m/8), la formule donne poura = b = /8
T 2x

1 =tan(m/4) =t (n+ )
= tan(m =tan|—+—-|=——
8 8) 1-x2

ce qui équivaut apres simplification a x2+2x—1=0|

3.2) Onrésoutl’équation polynomiale de degré 2. On trouve :

3. 31)

ﬂ 1403
Mais puisqu’on saitquex =0ona m
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3.3) De méme sion pose y = tan(m/12) on a

3 2
i =tan(m/6) = Y
3 1-y?
d'ot1 y? +2\/§y— 1=0.Ainsiy = - \/gi 2. Mais puisqu’on saitque y =0

onay=2—\/§.

Solution (exercice 19) tnonce 1l s'agit dans cet exercice d’égalités trigonomé-
triques fondamentales que 'on résout donc en appliquant la méthode du cours.
1. L'égalité est de type équation fondamentale.

cos(5x) = \/75 < cos(5x) =cos (g)

U T
<:>EIkeZ,5x:g+2kng3kez,5x:—g+2kn.

T 2km
On obtient donc : 5”:{—+— }
30 5
m A4n
30
T 47
30 5
m 6T I
—— = 30
30 5
T 8n
3075 30 5
n' 8m
30 5

Pour savoir combien de points tracer sur le cercle pour chaque ensemble de
solutions, on cherche la premiére valeur de k pour laquelle on retombe sur la
solution de départ modulo 2n. Par exemple, pour le premier ensemble de so-

2km
lution, on cherche k tel que = = 27, soit k = 5: on doit donc tracer 5 points

sur le cercle trigonométrique. Méme chose pour le deuxieme ensemble de
solutions.

2. Légalité est de type équation fondamentale.

, 1 . ) |
sin(4x) = - < sin(4x) = sm(—g)
T I
= EIkeZ,4x:—g+2knyﬂkez,4x:n+g+2kn.

5":{—£+kz—n‘kez}u{7—n+ﬂ‘kez}.

24 24 2
T m
_+_
24 12
77
m 7 24
_+_
24
bl
- 24
—+T7
24
n+3n
m 94 9
Zin 24 2
24
n 3n
_+_
24 2

Onremarqueiciqu'il faut tracer 4 points pour chaque ensemble de solutions :

I
en effet, on doit chercher k tel que — = 27, soit k = 4.

. L'égalité est de type équation fondamentale. On peut commencer par cher-

cher le domaine de définition de cette équation. On a, d’aprés le domaine de
X m
définition de la tangente, que: - # -+ kn, k€ Z < x #n+2km, k€ Z.On

résout ensuite ’équation fondamentale et on vérifiera bien que les solutions
trouvées n'appartiennent pas a l'ensemble {t + 2kmn | k € Z}.

X X n
tan(—) =-]1 << tan(—) = tan(——)
2 2 4
«— JkeZ, f=—£+kﬂ
2 4

|
— 3k€Z,x=—§+2kn.
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Donc: Y:{—g+2kn|kez}.

4. Légalité est de type équation fondamentale. On peut commencer par cher-
cher le domaine de définition de cette équation. On a, d’apres le domaine de

T n kn
définition de la tangente, que:2x # —+km, keZ << x+—+—,k€Z.On

résout ensuite ’équation fondamentale et on vérifiera bien que les solutions

z ) : N ) T[ kT[
trouvées n'appartiennent pas a I’ensemble {— +—|ke Z}.
pii
tan(2x) = —\/5 < tan(2x) =tan (—g)
— EIkEZ,Zx:—g+kJT.
— EIkeZ,x=—g+2kn.
k
Donc: y:{—f+—“}kez}.
6 2
bl
3
ST
6
6
47
3

Solution (exercice 20) Enoncé
1. On se ramene a une inéquation fondamentale :

%tan(Sx) >1 < tan(3x) > V3 ()

On résout alors cette inéquation fondamentale graphiquement :

m T
(x) < 3Jk ez, §+kn<3x<5+k7[

m km n kmn

«— Jke€eZ, —+—<x<-—+—.

9 3 6 3
n knmm km
Onobtient: |FH=U]|=+—,=+—
rez19 3 6 3

On refait alors un autre cercle trigonométrique (a faire) afin de placer les
angles solutions et on obtient, en prenant k € [0, 5] :

[ Lio2m =[5, 5]V 31U [ B Ui o[5S u] i 1]
Enfin,ona:

Aonm =15, -F[V]-F.-3[u]-3 -5V [5 £]V] T 3]V]T 2]

. Larésolution graphique sur le cercle trigonométrique donne :

3
sin(3x) = —%
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b 47
—3JkeZ, —§+2kn<3x<?+2kn

. 2km 4 2km
(:)ElkEZ —t—=< X< —+—.
9 3 9 3

On obtient donc :

n 2km 4n 2km
FH=U|-=+— —+—||
=l 9 379 3
27
3

On fait un cercle trigonométrique pour placer les solutions, et on obtient, en
prenant k € [0, 2] :

47 511 1011 1111 16n 17n
Fro2m = [0 9
Et finalement :
87 7T T 47 57
Snn = [_n,_? R __] |__ i ,n].
3. Ona: \/Ecos (3x) €1 < cos(3x) < —. La résolution sur le cercle trigo-
2

nométrique donne :

1 T 7T
cos(3x) s — «— IkeZ, Z+2kn<3xsz+2kn
2

n 2km n 2kn
«— dkeZ, —+—<3x<—+—.
12 3 12 3

On obtient donc :
n  2km 7nm 2km
H=U|=+— —=+—
rez L 12 3’12 3

1A

olg
NI——I

Afin de donner les solutions dans [0,2n[ et dans [—m, 7], on représente les
solutions sur un cercle trigonométrique en prenant k =0, k =1let k =2.On
obtient alors :

S [0,2n] = I

Et finalement :

In n
y[—n,n] = [_m_ﬁl U I—E

T 7n] lgn 15n] Il?n 231
12° 12 12’ 12 127 12

n ] [ n 77[] [971
—|U R U N
12 12 12 12

. Larésolution graphique sur le cercle trigonométrique donne :

| |
tan(x) <1 <:>E|k€Z,—§+kn<x<Z+kn.

On obtient : | =

keZ

—E+kn,g+kn].
4
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Attention, les solutions pour la tangente sont définies modulo 7, et non 2.
Il y a donc deux intervalles solutions a tracer sur le cercle trigonométrique.

Onadonc:

y[0,271]

] IJT ST

2]

S (BRSO

Et finalement :

N A
w3

|
A

Solution (exercice 21) Enoncé
X
1. Tout d’abord, u = tan (5) est bien défini pour x € R\ {t + 2k, k € Z}.

® Onal+u?>>0donc

u . 2 .
> est bien défini. De plus, on a
u

sin?(

N
—
+

1-12 17 %25 cos®($)-sin®($) cosx
1+12 |, 9%(F)  cos?(2)+sin(2) 1 oo
1+ 2)  cos?(%)+sin?(3)
cos?(3)

® De méme, 1+ u? >0 donc > est bien défini. De plus, on a

sin(%) R
2u cos(2) 2cos(3)sin(%)  sinx |
1+2 . 5?(3)  cos?(E)+sin2(2) 1 oo«
1+ 2)  cos?(3)+sin?(3)

co?(%)

x
® Onal-u® # 0sietseulementsi tanz( ) # 1, C’est-a-dire tan(z) ¢ {—1,1}.

N | &
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S

On doit donc avoir x € R\ ({n+2kn,k eZ}u {g +km ke Z}) Onaalors:
)

sin(

NIES

2u ws(3) _ 2cos(3)sin(F)  sinx
- uZ = sinz(ﬁ) = S Tx o x = =tanx
1Sz cos?(3)-sin?(3) cosx
cos?(3)

2. ['équation est définie pour )2—6 e R\ {g +km ke Z}. Le domaine de définition
estdonc|2 =R\ {n + 2km, k € Z}|

On pose alors u = tan (g), et on utilise les formules de la question précé-
dentes pour transformer I’équation. On est ramenés a résoudre
1-u? 2u
1+ 1+u?
1-w?—6u+2u+2u®—1-uv?
1+ u?
2u(u? —u—2)

1+u?
On doit donc trouver les u tels que le numérateur s’annule. On obtient u €

{0,—1,2}. On doit ensuite revenir a la variable x, on résout donc
X
° tan(—):o = E_kn keZ < x=2kn,ke”Z

+2u—-1=0

=0

=0.

Otan( ) —:—g+kn,k€Z(=>x:—g+2kn,k€Z

X
° tan(z =2 < — =arctan(2)+kn, k€ Z < x = arctan(2)+2kmn, k € Z.

S={2km ke Z}u{—g+2kn,k € Z}U{Zarctan2+2kn,k €7}

Ici, arctan2 désigne 'unique réel tel que tan(arctan2) = 2. Nous verrons et
comprendrons mieux cette notation plus tard.

Solution (exercice 22) fnoncée Montrons par récurrence sur n € N la propriété :
P(n): V0O e[0,7], [sin(nb)| < nsind.
Initialisation. pour n = 0 : soit 6 € [0,7]. On a sin0 = 0 et nsin® = 0, et donc
22(0) est vraie.
Hérédité. Soit 7 € N. On suppose la propriété vraie a I'ordre n, vérifions que
P(n+1) est vraie.
Soit 6 € [0,7t]. En appliquant la formule sur 'addition des angles et I'inégalité
triangulaire, on obtient
|sin((n +1)8)| = |sin(n6) cosO + sinO cos (nO)|

< |sin(n6) cos 6| + |sin B cos (1n6)|

< |sin(n0)||cos 0] + [sinB] |cos (n0)].

Par hypothese de récurrence et en se souvenant que 0 € [0, 7] (de sorte que
|sinB| = sin B car sin6 = 0, on obtient alors

|sin((n+1)8)| < nsinB|cos6] +sin6 [cos (n6)| < sin6(n |cosb]| + |cos (n6)])
Il reste donc a vérifier que n |cos 0| +|cos(n8)| < n+ 1. Or, on sait que |cos0] < 1
donc n|cos6| < n. De plus, |cos(nB)| < 1, ainsi, on obtient bien 7 |cos0| +
|cos(nB)| < n+1 puis : |sin((n+1)8)| < (n + 1)sin6. Ainsi, Z(n + 1) est dé-
montrée.
Il résulte du principe de récurrence que:|‘v’n eN, VO e [0,7], |sin(n0)| < nsin6|.
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