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Devoir maison 2
Pour le lundi 09 octobre

Consignes

® Les devoirs maison sont facultatifs. Pour autant, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements, entreront pour une part importante dans I’appréciation de la copie. Les abré-
viations sont a proscrire.

® Lanumérotation des exercices (et des questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résul-
tats doivent étre proprement, soulignés ou bien surlignés.

® Lecrayon a papier ne sera pas corrigé.

® 1l est rappelé également que recopier une correction sur internet est complétement inutile

pour tout le monde.

Exercice 1 | Equations et inéquations. solution Résoudre dans R les (in)-équations
suivantes.

x+1
4 [ ——<1
x+2
5 [2x+1]=0
Exercice 2 | Une suite récurrente. <solution On considere la suite (u,,),,. définie

par
ug € [0;1],
u,+1

VneN, u,.,= 2

1. Démontrer par récurrence que, pour toutn € N,0 < u, < 1.

2. On pose u, = cos () avec ¢ €

T .
0; El . Montrer par récurrence que :

vnelN, u,= cos(g).
zn

Exercice 3 | Trigonométrie. Solution
1. 11) Soient a, b € R. Montrer que :
1
cosacosb = E[COS(CI +b) +cos(a—b)].

12) Soita € R. Montrer que: cosa+ cosb5a = 2cos(2a) cos (3a).
2. Soita e R~{km, k € Z}.
21) Montrer que: sin(3a) = (2cos(2a) + 1)sina.

sin(6a
2.2) Endéduireque: cosa+ cos(3a)+ cos(5a) = #
sina
3. ATlaide de ce qui précede, déterminer la valeur du réel :

A = cos? (1) + cos? (3—”) + cos? (5_71)
14 14 14)°
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CORRECTION

Solution (exercice1) Enoncé
1. Notons (E;): |[x—1|=2x-3.

On résout (E,) sur R.
e Six=1alors:
(E)) = x—-1=2x-3
— x=2.
e Six<1alors
(E;)) = 1-x=2x-3

4
— x=-.

Cette valeur est incompatible avec x < 1!
Finalement : & =12}

. Notons (E,): vV2x+1=1-x.Onrésout (E,) sur

2, ={xeR|2x+1=0}

5+
—=,+oo||.
2

Soitx = ——

® Six >1alorsl’équation v/2x +1=1-xn'apas de solutioncar 1 —x <0.

1
° Si—isxsl,alors:

V2x+1l=1-x < 2x+1= (1 - x)2 car X — x2 est strictement croissante sur R+

— 2x+1=x*-2x+1

— x*-4x=0

= x(x—-4)=

— x=0 caxs<l
Finalement : & ={0}

. Notons (E3) :vx -3+ \/; = 3. On résout (E;) sur [3, +oo].

Soit x = 3. Par stricte croissance de x — x* sur R,,
Vx-3+x=3 = (m+\/§)2:9
— x-3+2yx(x-3)+x=9
— 2x-3+2Vx?2-3x=9

— Vx2-3x=6-x.

Ainsi, si 6 — x < 0, i.e. si x > 6, alors I'équation (E;) n’a pas de solution (car
une racine carrée est positive).

Si x < 6, asavoirsi x € [3,6], alors 6 — x = 0 et par stricte croissance de x — x?
sur R,

(E,) < x*-3x=(6-x)*
= x¥-3x=x*-12x+36
<~ 9x =36
— x=4.

Ayant4 € [3,6],ona: }

. Notons (I;): \/

+1
Onresout(Il)sur@z{xeR’EEOetxi—Z .

Un tableau de signes fournit: 2 = —]oo,-2[U[-1, +o0].
Pour tout x €] — 0o, —2[U[~1, +oo], par stricte croissance de x — x? sur R,
x+1 x+1
<le—=>-—«<1
xX+2 xX+2
x+1
— —-1<0
xX+2
x+1-(x+2)
— =<0
x+2

1
— -—x<0
x+2

1
— —>0
x+2

—x+2>0
— x> -2.
On obtient : & =[-1,+o0[

. Notons (E;) : [2x + 1] = 0. On résout (E,) sur R.

(Ej)) =0<2x+1<1

1
— —-——=<x<0.
2

1
Ainsi : S = I_E'O[
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. Posons, pour tout n € N, #(n) : cos (2

Solution (exercice2) Enoncé
1. Posons, pourtoutneN, 2 (n): 0<u, <1.

Initialisation. Par hypothese, u, € [0, 1] donc £2(0) est vraie.

Hérédité. Supposons &?(n) vraie pour n fixé dans N de sorte que 0 < u,, < 1.
On obtient :

. 1 wu,+1
l=su,+1=<2, pus: —-=< =1,
2 2
u,+1
car2 >0.0nen déduitque: 0< "2 <1.

Par croissance de la fonction x — \/x sur R, on obtient :

u,+1 u,+1
\/55\/ "2 <1, doiu: 0<1/ ”2 <1.

Donc £2(n + 1) est vraie. D’ou1 le résultat par le principe de récurrence.

2n
Initialisation. Ona: cos (%) = cos(¢) = u,, donc A (0) est vraie.

Hérédité. Supposons #(n) vraie pour n fixé dans N. D’apres la relation de
récurrence définissant la suite (u,), ona:

u,+1
Upi1 = n2
Hypothese de récurrence
cos (55 )+1
= 5 .
1+ cos(2X
Or, pour tout nombre réel X, on a : cos*(X) = % En évaluant cette
1+cos(=
relationen X = P , on obtient : cos ( hd ) ( ) .D’ou:
2 +1 21’l+1 2
U,., =1/cos? ( )
2n+1
|
Or,pe |0 doncge 0,—,d’of1:cos( ad )20.
on 2 2n+1
h)

Ainsi: u, ., = cos Sl

Donc #(n + 1) est vraie. D’ol1 le résultat par le principe de récurrence.

Solution (exercice3) Enoncé
1. 11) Soienta,beR.Ona:

cos(a+b) =cosacosb-sinasinb
cos(a—b) =cosacosb+sinasinb

En sommant ces égalités :

1
cosacosh = E[cos(a + b) + cos(a — b)]|.

1.2) Soita € R. Enprenant a =3« et b = 2a dans la question précédente,
cosa + cos5a = cos(3a + 2a) + cos(3a — 2a)

=2 cos(2a) cos(3a)]

. Soita e R~{km; k € Z}.

21) Ona:

sin(3a) = sin(a + 2a) car

sin(a + b) = sinacos b + sinbcosa

= sina cos(2a) + sin(2a) cosa Q
. . 2 Qcar sin(2a) = 2sinacosa

=sinacos(2a) + 2sinacos” a
Qcar cos(2a) = 2cos?a—1

=sinacos(2a) + sina(cos(2a) + 1)

=((2cos(2a) + 1) sina]
2.2) Encommencant par utiliser la question 1.2),

cosa + cos(3a) + cos(5a) = 2 cos(2a) cos(3a) + cos(3a)

= cos(3a)(2cos(2a) + 1) >d,aprés la
sin(3a tion 2.1)
= cos(3a) B carsina0 7"
sina
sin(6a)

= - carsin(6a) = 2sin(3a) cos(3a)
2sinax

D’autres méthodes sont possibles!

. En utilisant la formule de duplication des angles (a savoir, pour tout X € R,

» 1+ cos(2X) . .
cos“X = T) on commence par linéariser les trois termes :
1 n 3n 57
A=-— 3+cos(2x —)+cos(2x —)+cos(2x —)
2 14 14 14

s[5 cos[F) +cos ) - eos[F)
=—1|3+cos|=|+cos|—|+cos|—|]|.
2 7 7 7

. . - n .
On applique alors la question précédente avec o = - et on obtient alors :

sin(%2)
2sin($) )

A= 3+

1
2

. (6T . m L .
En remarquant alors que sin (7) =sin (n - ?) =sin (?) on obtient :

1 1 7 . .
A=—(3+—)=—.All’181: A=
2 2 4

B~




