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L& / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

Devoir maison 4
Pour le jeudi 23 novembre

Consignes

Les devoirs maison sont facultatifs. Pour autant, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements, entreront pour une part importante dans I’appréciation de la copie. Les abré-
viations sont a proscrire.

La numérotation des exercices (et des questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résul-
tats doivent étre proprement, soulignés ou bien surlignés.

Le crayon a papier ne sera pas corrigé.

Il est rappelé également que recopier une correction sur internet est complétement inutile

Exercice 3 | Nombres complexes. Solution Soitw =€

pour tout le monde.

Exercice 1 | Deux calculs de sommes. solution Dans tout I'exercice, n désigne un
entier naturel non nul.

1.

2,

n
Calculer lasomme suivante: S, = Y (3 x2**!1 —2k? -3).
k=1

Notons R il( "
otons = - .
"oEklk-1

21) Soit k € [[1, n]. Montrer (al'aide de factorielles) que :
If n) 1 [n+l
E(k—l)_nﬂ( k )

_2(2"-1)

on+1

22) Endéduireque: R,

Exercice 2 | Manipulation de sommes. Solution

n

n
Pourtout n € N,onnote:u, = Y. Y 2%

j=0 k=j

q
Y 2k =20+l _op,
k=p
12) Endéduire que, pourtoutn e N: u, = n2"*1 +1.
2.1) Montrgr, en utilisant une permutation de sommes, que, pour tout n € N :

u, =y (k+1)2k
k=0

11) Soient p, g € N tels que p < g. Justifier :

n
En déduire que, pour tout n e N: )’ k2Kl =(n-1)2"+1.
k=0

2.2)

3. 31) ATlaide de la question précédente, calculer, pour tout 7 € N :

i Xl:(k +1)2F.

i=0 k=0
n
3.2) Endéduire, pourtout n €N, lavaleurde: ) k(k+ 1)2*.
k=0

n
3.3) Déterminer, pour tout n € N, la valeur de la somme Z K22k,
k=0

2in/5

1. Exprimer toutes les solutions de I'équation z° = 1 a 'aide de w. Placer approxi-

mativement ces solutions sur le cercle trigonométrique.

2. Montrer que 1 +  + 0 + 0* + w* = 0.
3. Montrer que ® = w*. Exprimer w? de maniére similaire.

P . o 2n . e
4, Déduire des questions précédentes que cos = est solution de I'’équation

4z +2z-1=0.

27 T
5. Déterminer la valeur de cos (?) En déduire la valeur de cos (E)
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CORRECTION

Solution (exercice 1) Enoncé
1. On commence par remarquer que pour tout k € [1; n],
2441 — 9 (249 = 2 x 16,
Ainsi, par linéarité de la somme,

n
Sn — 2(3 x 24k+1 _2k2 _3)
k=1

=Y (6x16F-2k*-3)
k=1

n n

=6 x lek -2x Y k* -3x Y1
k=1 k=1 k=1

——

N——
somme géométrique, car 16+1 somme usuelle somme de termes constants

16 —16"*! n(n+1)(2n+1)

1-16 6 B
_6 (16"*1 —16) - n(n+1)2n+1)

15 3
n(n+1)2n+1)
2 _

Soit k € [1;n]. Alors: k— 1€ [0;n—1].
Donc, par définition des coefficients binomiaux, on a :

=6 x

32
=== (16" -1) -
= )

2. 21)

I[f n | 1 n!
%(k—l)‘Ex(k—1)1(n—(k—1))1
n!

T k(n+1-k)
1 (n+1)!
_n+lxk!(n+1—k)!

B 1 (n+1
ln+1l| k
2.2) Ainsi:

R = 2”: 1 U n+1) 1
" lk k 1 k=11 k _n+1
1
Par le binébme de Newton: R, = ——
n+1

2(2"-1)
n+1

SR

[(1+1)"!—1-1].

Finalement: |R, =

Solution (exercice2) Enoncé

1. 11) Soient p g € Ntelsque p < g.Puisque2 #1:
26] p+1

1-
2k = op
o ( 2

Ona utlhse la formule :

) 2P (24—P+1 _ 1) =|2a+1 _opP

1— raisonnb termes

Y suite géométrique = premier terme x -
1 —raison

1.2) Soit n € N. De ce qui précede, on déduit que, pour tout j € [0;n] :
n
Y 2k =2+ 2/ Alors:

P
n
u, =y y 2k
j=0 k=j
n n
-3(£ ]
j=0 \k=j
n
=3 (2 -2)
j=0
= Yo z
n+ 2]
j=0
( + 1)2n+1 (2n+1 _ 1)
n2"t 41
2. 21) SoitneN.Ona:
n n n k n k n
u, =y Y 2k= Y 2k=% Yok=Y | Y 2kF|=| Y (k+1)2*
j=0 k=j O<j<ksn k=0 j=0 k=0\j=0 k=0
2.2) Soit n € N. En effectuant le changement d’indice k' = k + 1, on obtient :
n+1
Z(k+1)2k Z 2kt
n+1 n+1
On peut écrire : Z k2% = %" k2% (on ajoute un terme nul!)
Ainsi : Z k2k-1,

Ainsi, on en dedult que, pour tout 7 € N*

Z k2t =y, B (n-1)2"+1
k=0

Cette égalité est encore vraie pour 2 = 0: elle 'est donc pour tout € N.
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3. 33)

3.2)

3.3)

Par la question 2. l)

Z Z(k+1)2" Zu

i=0 k=0 lno >D'aprés la question 1.2
=) (2" +1)
i=0
n
=Zm“+21
i=0 i=0
n .
=4Y 2" +(n+1)
i=0 >Par la question 2.2

=4((n-1)2"+1)+(n+1)
=|(n-1)2"? 4+ n+5|

Permutons les sommes du calcul précédent :

Zn:i(k+1)2k: Y (k+1)2F

i=0 k=0 0<k<i<n

Z(k+ 1)2k

M: i [\/]s

(n—k+1)(k+1)2F

0

n+1) Z(k+1)2k i k(k+1)2*
k=0 k=0

r—\ =
Il

Ainsi, avec u,, Z (k +1)2% "2 n2n+1 41, il vient, pour tout n € N :

k=0

n
(n-12"2+n+5=(n+1u,- Y k(k+1)2F
k=0

soit : Zk(k+1)2k—(n+l)( 2" 41)-((n-1)2"**+n+5)

Fmalement pour tout n € N, on obtient :

Zk(k+1)2k (n* - n+2)2"1 -4
k=0

Pour toutn eN,
Z k(k+1)2% = Z k*2k + Z k2*

k=0 k=0 k=0
n n
=Y kP2F+2) K2kt
k=0 k=0

2D S k22K 4 2((n-1)2"+1)

On en déduit, pour tout n € N :

n
Y k225 (n? - n+2)2m1 —4-2((n-1)2" + 1) =[(n? - 2n +3)2"*1 — 6|
k=0

Solution (exercice3) Enoncé
1. Soit z € C. Commengons par remarquer que 0 n'est pas solution de z° = 1.

Dans la suite, on va donc supposer z # 0; on peut donc écrire z = pe’e ou

p>0et9€[R On aalors:

5 156 leiO

2’=1 < p’e
= p°=1

JkezZ, 50=2kn

{pzl (carp > 0)

ez, o= KN

Ainsi les solutions de 'équation z° = 1 sont les :
j2kn
e'’s, kelo,4].
:2kn 2\ k
Or,e'’s = (e‘?) = wk.
2 3

Ainsi les solutions de I'équation z° = 1 sont|w’(= 1), 0!, 0?, 0%, 0¥

. Onreconnait une somme de termes d'une suite géométrique de raison w # 1.

Ainsi :

1-w® 0

= = 0
-0 1-w

En effet, w étant une des racines 5™ de I'unité, on a w° = 1.

La représentation graphique des solutions est en fin de correction.

l+o+w’+w+ot=

. Calculons :

_ .2 i[—2n .8 2\ 4

w:e_lfn :el( 5+2n):el?n:(el%) = o
De méme:

_ . 4 . 4 : 6: ;2m\3

02 =e 1% = eil-F+2m) — iF :(elTn) = wd.

. D’apres la question précédente, I'égalité 1 + o + 0* + ® + w* = 0 se ré-écrit

l+o+w?+02+w=0cad.:
1+2Re(w) +2Re(w?)=0.
et 0? = !5 donc I'égalité ci-dessus se ré-écrit :

27 47
1 +2cos(—) +Zcos(—) =0.
5 5

Orw = eZiT[/S

27
On souhaite trouver une équation portant uniquement surcos (?) Pour
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cela, remarquons que
4n 2n 52T
cos(—) =Cos|2x —|=2cos (—) - 1.
5 5 5
En réinjectant cela dans I’équation donné plus haut :
27 52T
1 +ZCOS(?) +2 (2cos (?) - 1) =0.

D’ou1 en simplifiant,

52T 27
4 cos ? +2cos ? -1=0

27n
5. e D’apresla question précédente, cos (?) est solution de I’équation

4z% + 2z —1 = 0. Une étude rapide de cette équation montre que ses solu-

tions sont

—2—\/2_0_—1—\/§et—2+\/% —1+\/_ ]
8 5

4 8 4

21
donc cos (?) > 0. Puisque seule I'une des deux solutions ci-dessus est

positive, on en déduit :

271) -1+5

5 4

COS (

e Cherchons cos (g) Ona:

27 L S (T
cos[—|=cos|{2x —=|=2cos“|=|—-1
5 5 5

d’oul'on tire :

2(”) cos(Z)+1 3+\/_
cos® [ =
5 2 8

3+4/5
puis cos = \/_ Anouveau, — € 0 — | donc cos( ) > 0. On
conclut :
(n) 3+1/5
cos|—=|=
5 8




