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Devoir sur table # 3
02/12/2023 - Durée : 4h00

Consignes. Le sujet est constitué de deux pages. Les trois exercices et le probleme
sont indépendants.

Pour répondre a une question, on pourra toujours utiliser les résultats de questions
précédentes, a condition de clairement l'indiquer.

1l est demandé de soigneusement numéroter les questions et de mettre clairement
les réponses en évidence, par exemple en les [encadrant], en les surlignant ou en les
soulignant. Lors de la correction, il sera fait grand cas de la clarté, de la concision et
de la précision de la rédaction. L'usage de la calculatrice est strictement interdit.

Exercice 1 | Somme des cubes. Solution

Le but des questions 1 et 2 de cet exercice est de démontrer,
E—— Log_ (n(n+1))?
de deux manieres différentes, que pour tout n €N, ) k* = —
k=0

Attention
Les questions 1 et 2 sont totalement indépendantes et il n'y est jamais question
d’utiliser cette formule, mais bien de retrouver cette formule par deux « che-
mins » différents.

n n(n+1))\?
1. [Méthode 1.]Montrer par récurrence que pour tout n € N, Y k* = ((—)) .

= 2
k=0
n
2. |Méthode 2.| Soit n € N. On cherche a calculer la somme E k® notamment a

k=0

n n
l'aide des sommes ) k et Y k.

k=0 k=0
n n
21) Simplifier (sans démonstration) les sommes S; = ) k et S, = ) k%
k=0 k=0
n
2.2) Calculer, al'aide d'une somme téléscopique, la somme Y ((k + 1)* - k4).
k=0

2.3) Soit k € N. Développer et réduire : (k +1)* — k*.

A noo, (n(n+1))?
24) Endéduireque: Y k°= (T) .

k=0

Exercice 2 | Nombres complexes. Solution

Onpose j=e'3 et zyg=1+i, z,=(1+i)j et z=(1+i)j%

Donner I'écriture exponentielle de z, z, et z,.
. Donner |'écriture algébrique de j puis celle de z;.

12
. On pose w = -2 +2i. Ecrire w sous forme exponentielle.

. Résoudre dans C I'équation (E) : z* = w. On recherchera les solutions sous forme
exponentielle puis on reconnaitra z,, z; et z,.
6. Endéduireles solutions del'équation (E'): z* = w (écrire les solutions sous forme
exponentielle).

1.
2

11w 117w
3. En déduire les valeurs exactes de cos (E) et sin(—).
4
5

Exercice 3 | Autour de la fonction cotan. Solution

On définit la fonction cotan (appelée cotangente), lorsque c’est possible par :
cosx

cotan(x) = —.
sinx
1. Déterminer le domaine de définition 2 de la fonction cotan.
2. Montrer que cotan est impaire et nt-périodique.
]0’ T[[ -

X — cotanx,

3. Onnote f c'est-a-dire: f =cotan

10,7t[*

3.1) Justifier que f est dérivable sur |0, [ avec :
vxelo,n[, f'(x)=- .
0.7, f(x) =~
3.2) Dresser le tableau des variations de f sur |0, [ en précisant les limites aux
bornes du domaine.
3.3) Tracer la courbe 6} représentant la fonction f sur ]0, n[. Placer la tangente
|
a 6y au point d’abscisse .
2
34) Vérifierque: Vxelo,n[, f'(x)=-1-f(x)>
3.5) Montrer que f est une bijection de ]0,7t[ sur un intervalle a préciser, puis
donner le tableau des variations de f~!. Préciser f~(0).
3.6) Tracer la courbe 6;_; représentant la fonction f ~! sur le méme graphique
que 6.
3.7) Montrer que ! est dérivable sur R avec
Vx eR, Y (x)=- )
U@ 1+ x2
n 1
3.8) Pour x €]0, [, montrer que cotan(x) = tan (E - x). En déduire que :
n
VyeR, fl(y)= > arctan(y).
3.9) Retrouver alors le résultat de la question 3.7.
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Probléme 1 | Formule d’inversion de PASCAL Solution

Dans ce probleme, les parties I et II sont indépendantes. La partie III dépend des
résultats obtenus dans les parties précédents.

Soit (a,) une suite quelconque de nombres réels, on pose alors pour tout 7 € N :

b, = i(Z)ak ()

k=0

PARTIE | — DEUX EXEMPLES

1. Calculer b, pour tout n € N lorsque la suite (a,,) est constante égale a 1, c’est-a-
dire lorsque a; = 1 pour tout entier naturel k.
2. On suppose dans cette question que, pour tout k €N, a; = k .
21) Démontrer la formule dabsorption, c'est-a-dire montrer que, pour tout
couple d’entiers naturels (7, k) telque 1 < k < n,

n n-1
k = .
)-r(i)
22) Endéduire pourtoutneN, b, =n2""",

PARTIE Il — FORMULE D'INVERSION DE PASCAL. Soient (a,) et (b,) deux suites quel-
conques vérifiant la relation ( % ). Le but de cette partie est d’exprimer la suite (a,,)
en fonction de la suite (b,,).

3. Montrer que pour tout triplet d’entiers naturels (p, k,n) telsque p <k <n,ona:

O

N N .
4. 41) SoitNeN*. Calculer: ) ( ,)(—1)’.
i=0\ !
4.2) Montrer que pour tout couple d’entiers naturels (p, n) telsque p < n,ona:

n+1-
Z (1) ( ’”) (-1
Indlcatzon : On pourra utiliser la question précédente en commengant par

remplacer N parn—p + 1.
" (n+1
Z( k )ak-

k=0
6. Le but de cette question est de démontrer par récurrence forte sur n que :

& n
VrneN, a,= Y (-1)"*"|b.
k=0 k

5. Soit n € N. Justifier la relation: a,., = b, —

Cette formule est appelée la formule d’inversion de PascAL.
Pour tout n € N, on note 2?(n) la proposition

P(n): a,= f(—n"-k(”)bk
k=0 k

On rappelle le principe de récurrence forte : afin de montrer une propriété 2 (n)
pour tout n = 0, on montre que %(0) est vraie. Puis, pour n € N, que si

2(0),...,22(n) sont vraies alors 2?(n + 1) l'est aussi.
6.1) [Initialisation] Montrer que Z2(0) est vraie.
6.2) [Hérédité] Soit n € N. Onsuppose les propositions 2 (k) vraies pour tout

k k
k € [0, n]. Autrement dit, on suppose que a;, = Y_ (=1)*? (p) b, pour tout
p=0
ke]o, n].

i)  Montrer que:

an+1 n+1

n+1 k
k=0 p=0 k p
ii) Enutilisant une interversion des deux sommes doubles, montrer que :

+1\[k
p=0 k=p p
iii) Utiliser la question 3. pour obtenir :

an+1 n+1

" In+1 n+l-p
an+1:bn+1_’§0( p )b Z( l)k p( k—p )
iv) Apreschangement d’indice i = k — p dans la somme intérieure, établir
que:
n+1
an+1 - n+1 Z( l)n p( p ) p*
n+l n+1
v) Endéduireque: a,.;= ) (-1)""" ”( )bp. Conclure.
p=0 p

PARTIE IIl — UNE APPLICATION

sion de PAscAL, méme si la précédente na pas été achevée.)

(Cette partie peut étre abordée en admettant la formule d’inver-

7. En utilisant les résultats des parties précédentes, montrer que pour tout n € N :

5 (Z)kzk(—l)”‘k = 2n.

k=0

Fin du sujet
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Solution (exercice 1)

Correction

Devoir surveillé n° 3
02/12/2023 - Durée : 4h00

Enoncé

1. Voir le cours!

2. 21)

2.2)

2.3)

2.4)

S n(n +1)
D’apres le cours, on a: R

=3 k=

n(n+ 1)(2n + 1)
5 .
Il s’agit d’'une somme télescopique, on a donc:

n
Y (k+1)* k)= (n+1)" —0* =[(n+ 1]
k=0
En appliquant (par exemple) la formule du binéme de NEwTON et le
triangle de Pascar,
(k+1)*—k* :}(‘{+4k3+6k2+4k+1—}(‘{:|4k3+6k2+4k+1|
Notons S; la somme a calculer. On a:

Y ((k+1)*—k*)= ) (4k® +6k* +4k +1)
k=0 k=0

etSZZZkzz

n(n+1)(2n+1) +4n(n +1)

+(n+1)

=(n+1)* dapresles questions précédentes.
On obtient alors :

+1)(2n+1 +1
483+6n(n )(2n )+4n(n2 )

+(n+1)=(n+1)%
Il reste aisoler Sy :
4S;=(n+1)*-n(n+1)2n+1)-2n(n+1)-(n+1)
— 4S;=(n+1)((n+1)*-n2n+1)-2n-1)
= 4S3=(n+1)(n3+3n2+3n+1—2n2—n—2n—1)
— 4S;=(n+1)(n*+n?)
< 4S;=(n+1)n*(n+1)
< 4S;=n?*(n+1)>%.

On déduit alors que :

Solution (exercice2) Enoncé

1 Ona: |gz|=V12+12=2.
Alnsi ZOZ\/_(7+1%):\/§(§+1\/7§)=\/§€2.

En profitant des formes exponentielles a notre disposition :

Par identification des parties réelles et imaginaires :

z1:(1+i)j:\/_e fel% —\/_e(% Tﬁ)— \/Ee i
z,=(1+1)j?*= =2eliel T = /2l(3+3) = \/_ellgzn
27 27 1 3
2. Ona: j:cos(—)+isin(—): ——+i£ Aussi,
3 3 2 2
1 3
=(1+1i) ——+i£
2 2
1 V3 1. 3
2 2 2 2
~ 1+\/§+i\/§—1
N 2 2
3. D’aprésla question1,ona:
lix 117 117
=/2ei'2 = 2cos( ) 2s1n( )
V/_ V/_ 12 12
1++v3 -1
Or, on a obtenu que z; = — 2\/_+i \/_2 dans la question précé-
dente.
111 11 1++/3 3-1
Ainsi : \/Ecos( ) ZSln( n) \/—+i\/_ .
12 12 2 2

R G (B
, soit:
VZsin 117 \/5—1 C(1lmy V6-2
S 2 Sm(_):—
12 4

Puis: w= 2\/_(

0 n’est pas solution de (E). Posons alors z = pe®, oip>0etfeR.Ona:

2

Ona: |w|=+/(- 2)2+22—\/_:2\/§.
—£+1£):2\/§e

3n

T
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() = z2*=w

On trouve les trois solutions en prenant k =0, k = 1 puis k = 2.
On retrouve alors les formes exponentielles de z,, z, et z,. Ainsi :

— ple™ :2\/56’%7r
0 =2v2

3n
EIkeZ, 362I+27[
p=V2

Jkez, 0= 14258
1" 3

& =1zy, 21, 25}

6. Ona:

z solution de (E')

Nwl N
1 1
g gl g

N|
w
Il

Z=2z, ou z=2
zZ=%, Ou z2=2z, OU Z2=2,

ou z:\/Ee

i
z=12e !4

Solution (exercice3) Enoncé

1. Lensemble de définition de cotan est R privé de I'ensemble des points ot la
fonction sinus s'annule, c’est-a-dire|2 = R\{kn | k € Z}.]
2. La domaine 9 est symétrique par rapporta O, et pour tout x €, x + n € .

Soit x € 9, alors :

cotan(—x) = — = — = —cotanx.
sin(—x) —sinx
Et,
cos(m+x) —cosx
cotan(m+ x) = — = -
sin(m+x) —sinx
Donc: [cotan estimpaire et n-périodique. |

3. Onnote f

31)

|

ou z= \/Ee‘i

cos(—x)  cosx

= cotan(x).

]O’T[[ -

C'est-a-dire: f =cotan| .

X — cotanx,
La fonction f est dérivable sur ]0, [, comme quotient de telles fonc-

3.2)

3.3)

3.4)

tions a dénominateur non nul sur ]0, n[. Pour tout x € |0, n[,on a:

F(x) = —sin®(x) — cos*(x) [T .
sin®(x) sin?(x)
La fonction f est donc strictement décroissante, et :
lim cos(x)=1 etlim sin(x)=0% dou: lim C?s(x) _
x—0* x—0t Ot Sln(x)
R cos(x)

lim cos(x)=-1 etlim sin(x)=0% dou:
X—TT X—T

Ainsi : lirn0 = f(x) = +o0
xX— +

et xlﬂ_ =f(x)=—-00

X

0 b

f(x)

+00

\

—0o0

. N . , . A
Déterminons la tangente a € au point d’abscisse —.

Onaf(g):gw,etf'(ﬂ):

2

1 ——
sin? (%) -

im =
x—n~ sin(x)

. , . b . .
La tangente a 6 au point d’abscisse 2 a donc pour équation

. J— T[ ot 3 . . — T[
T%.y_—l(x—g), a savoir : Tg.y_—x+§
-1
-2
-3
Soit x €]0, [, alors :
2 ) 2
cos“(x —sin“(x) —cos“(x 1
e g S) _ sin(x)—cost) 1
sin?(x) sin?(x) sin?(x)

)
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Donc: ‘Vx elo,nf, f'(x)=-1 —f(x)2.|
3.5) Appliquons le théoreme de la bijection.
e Lafonction f est continue (puisque dérivable) sur ]0, 7[.
e Lafonction f est strictement décroissante sur |0, 7[. 3.8)
. xli_rgﬁf(x) =+o0 et xli_rg_f(x) =—00.

Par le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de ]0,n[ sur
£(]0,n[) = R. De ce méme théoréme, on a que f~' est également stric-
tement décroissante. On obtient alors le tableau ci-dessous :

X —0o0 (o.]

L

E) —

Commef(g) =0,onalf'(0)= g .

3.6) Tracer la courbe 6;_, représentant la fonction f ~1 sur le méme gra-
phique que €.

3.9)

souhaitée :

VxeR, () (x)=-

1+x2|

Pour x €]0,t[,on a:
T )_ sin(% - x) _ cosx

an(5 )= o)~ s -0

On peut donc a présent tenter de résoudre ’équation

|
y = cotan(x) = tan (5 - x),

en x €]0,7[, et ce pour tout y € R.
Soity e Retx €]0,m[.Ona:

y=f(x) = y:tan(g—x)

car — —xe€ Si
2

U
< arctan(y) = arctan (tan (E — x)) > n
2’2

x €]0, [

T
< arctan(y) = > - X

|
— x= 5 arctan(y).

On a donc établi que |f~!(y) = g —arctan(y)|pour tout y € R.

Puisque arctan est dérivable sur R, on retrouve que f~' l'est aussi, et

aue: (1Y) =153

Solution (probléme1) Enoncé

y -3 PARTIE | — DEUX EXEMPLES

3.7) Lafonction f est dérivable sur |0, 1t[, et f' ne s'annule pas sur ]0, [ donc
! est dérivable sur R et :

, 1
Vyer, (f) ()= m

Mais f'(f'(y)) = —=1- (f(f*()))? en utilisant la question 3.4. Donc
f'(f (y)) = -1 - y*. En renommant la variable, on déduit la formule

2. 21)

1. Pourtoutn e N,

b= (”) -y (”)1"1"-k (1) =27)

i=o\k] k=o\k

d’apres la formule du bin6me de NEwTON.

Sachantquel <k <n,ona:

n n! n!
k(k) = =1 :Jé]c/-(k— Dl(n - k)!

B n-(n-1) | [n-1
T h-D((n-D-(k-1) |"k-1][
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22) Ona, pourtoutneN:
b f (”
"k >

Zk

n
n

car ay. =k pour tout k € N

k=0 >cark =0sik=0
= Z k
k=1
cark sil<k<n
_ i N Lo
o1 (k-
_ i n-
k
Changement d'indice k' = k — 1
l’l

Daprés le binome de NEWTON
—1
= n2”

PARTIE Il — FORMULE D’'INVERSION DE PASCAL
3. Soit(p,k,n) e N2 avec 0 < p <k <n.Ona,dune part:

n+1\(k)  (n+1) il
( k )(p)_M(n+1—k)!xp!(k—p)!
3 (n+1)!
S (n+1-k)pl(k—-p)
D’autre part,ona:
(n+1)(n+1 p) (n+1)! M
p )\ k-p p'()»/l/pﬁ (k-p)(n+1-k)!

3 (n+1)!
C(n+1-k)pl(k-p)
Finalement, on obtient bien :

n+1\(k n+l\(n+1-p
V(p,k,n)eN*, 0<sp<ks<n, ( )( ):( )( )
k )\p p k-p

4. 41) SoitNeN*.Ona:

N N
2 (N)(—l)" =) (N)(—l)"lN"'
i=0\ ! i=0\ ! >D’aprés la formule du binome
=(-1+DNo" =[0}
car Ne N*.
4.2) Soit (p,n) € N* avec 0 < p < n. On a d’apres la question précédente,

sachantquen+1-p=zp+1-p=1>0:
nil-p n+1-
Y (- 1)( p) 0.

Ainsi : nZ( 1)(

i=0

p) +(=1)"™1P =0,dou:

S ("“ ’”) ()M = (1) = (1)

En effet, les entiers 1 + 2 — p et n — p ont méme parité.

lin+1 n+1 " (n+1
.Ona: by, = Z( f )ak = ( ) )an+1+2( ) )ak = a,,, +

k=0 k=0

n
)3
k=0

" (n+1
Donc: an+1=bn+1—Z( r )ak
k=0

(n+1

. Notons, pourtoutn €N, #(n):a, = ) (—1)”"“(’; b

0 (0
61) Pour n =0, on sait que by = ) (0) a, = a, d’'apres la relation définis-
k=0
sant b, en fonction de a,,.

0 0 0
Remarquons alors que : Z(—l)o‘k(k) b = (-1)°° (0) by, = b,, avec
k=0
by, = a,, donc 22(0) est vraie.
6.2) Hérédité. Soit n € N Supposons &(k) vraie pour tout k compris entre
Oetn.

. " (n+1 . ,
i) Onaa,, =b, -, ( r )ak, donc par hypothese de récur-
k=0
rence sur les a,. etlinéarité de la somme, on déduit alors :

api1 = n+1 Z Z (n+ 1)(_1)k_p(:;)bp'

k=0 p=0
ii) Intervertissons a présent les deux sommes :

Gy = by = Y. Z(”“)(—l)’*ﬁ(i)bp >

k=0 p=0 Interversion des sommes
n+1 B k doubles
o £ oo
p=0 k=p p
n+1\(k
=Dy — Z Z( 1)k p( )( )bp'
p=0 k=p p
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: Yo s | . _ " n
7. Soit n € N. D’apres la 2éme question, ona n2"~1 = ) (k) k.

iii) On utilise la question 3 pour obtenir :

ap+1 :bn+1 Z Z( 1)k p(n+l)(lk;)bp

p=0 k=p
n+l\n+1-p
Tt I (S

Puis par linéarité de la somme :

*(n+1 n+l-p
anH:an_pZ::o( p )b Z( l)k p( k— p )
iv) Commencons par effectuer le changement d’indice préconisé.

anH:an—i(”;l)b "Z( 1) (”” ”)b,, >

p=0

i (””)b,,(—l)"-”.

Dapres la
question 4.2

+1
Onabien établi: |a,,, = b, — Z( " ”(np ) ol

v)  On peut enfin conclure :

an+1 - n+1 Z( l)n p(n;)-l)
=0Op t Z (n K 1)(_1)n+1—p

n+1
D3 (—1)”“"7(" ’ l)bp.
p=0 p

C’est exactement la formule au rang n + 1, la propriété d’inversion

est établie.

PARTIE IIl — UNE APPLICATION

=b, k=0
En appliquant la formule d’inversion de PascaL, on obtient :

Z( 1" k() k2k1,

=by

=ay

an

ce qui donne :

n

Z(k)ka( )" *=2n|

k=0

en multipliant par deux des deux cotés de I’égalité.



