BCPST1 (€9 2023-2024

LE / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

Chapitre #

Equations différentielles

(AN) 3

1 Equations différentielles Résumé & Plan
linéaires d'ordre 1.............. Nous allons voir dans une chapitre
2 Equations différentielles un outil clef qui va nous permettre
linéaires du 2™ ordre........... de modéliser divers phénomenes :
3 EXErCiCeS «ovuuuuierieennnnnnnns lanotion d’équations différentielles.

Ce type d’objet apparait naturelle-
ment dans de nombres domaines :
en électricité, en mécanique, en bio-
logie (dynamiques de population)
elc.

Parmi toutes les disciplines mathématiques, la théorie des
équations différentielles est la plus importante. Elle fournit
l'explication de toutes les manifestations élémentaires de la
nature oit le temps est impliqué.

— Sophus LiE

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un | 4

® [es énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours.

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction
f et qui fait intervenir f et ses dérivées successives (d'out le terme différentielle).
Les équations différentielles représentent un objet d’étude de toute premiere
importance car elles sont utilisées pour construire des modeles mathématiques de
processus d’évolution physiques et biologiques.

Dans tout le chapitre, le sigle EDL désignera 'expression équation(s) différentielle(s)
linéaire(s).

Conformément au programme, nous étudierons mathématiquement uniquement
les équations différentielles linéaires. En Informatique, nous nous intéresserons a
la résolution numérique d’équations différentielles plus générales.

n EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1

Cadre
Dans toute cette section,
® | désignera un intervalle réel, qui sera appelé le domaine de définition de
lPéquation différentielle.
® g et b désignent deux fonctions continues sur I.

n Géneéralités

— Définition 1| Equations différentielles linéaires (EDL) d’ordre 1
Soit I un intervalle de R.
e Une EDL d’ordre 1 sous forme résolue est une équation différentielle de la

forme :

7

ou I'inconnue est la fonction y et ot a, b : I — R désignent deux fonctions

continues sur I.
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e D estappelé le second membre de I'équation.
Lorsque b est la fonction nulle, 1’EDL|(H) 1y =a(t)y

est dite homogeéne.

(H) est I'équation homogene associée a (E).

® Lafonction f : 1 — R est une solution de (E) si :

R4

Remarque 1 (Ecriture d’'une EDL d’ordre 1)

® Dans I'écriture des équations différentielles, remarquez qu'on omet souvent
la variable ¢.
Ainsi, on écrit y' = a(t)y + b(t) plutdt que: Vr € R, y'(¢) + a(t)y(t) = b(r).

® De maniére plus générale, une EDL d’ordre 1 a coefficients constants est une
EDLdelaforme a(t)y'+p(t)y = y(t) ot o, B, y désignent des fonctions conti-
nues. Mais on peut toujours se ramener a une forme résolue en divisant par
a(t) et résoudre 'ED obtenue sur le ou les intervalles oll o ne s'annule pas :

7

Exemple 1
® 2y’ =3ty esthomogene d’'inconnue y : t — y(t),
® y' =e*y+x%cos(x) dinconnue y : x — y(x)
Léquation homogene associée est y' = e*y.
) dv ) .
® Pour E, T deux réels, Td— + v = E d’'inconnue v : t — v(t) . La fonction
v:t—E (1 —et T) est une solution de cette équation car :

4

Remarque 2 (Caractére €' des solutions) Si y est une solution de I'équation
différentielle y' = a(t)y + b(t), alors y' est continue sur I (en tant que somme et

produit de telles fonctions). La fonction y est donc un élément de €' (I, R).

m Résolution de l'équation homogéne

— Proposition 1| Résolution de 'équation homogene y' = a(t)y
Soit a : 1 — R une fonction continue. Considérons I’équation différentielle ho-

mogene

(H): y' =a(0)y.
Les solutions de (H) sont les fonctions
4
p

Preuve
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Exemple 2 (Equations homogeénes d’ordre 1)
1. Résoudre y' =ty.

R4

2. Résoudre 2y'+3y=0.

R4

2. Résoudre (1+1t2)y' +4ty =0.

4

m Structure de 'ensemble des solutions compléte

— Theoréme 1| Structure de I'ensemble des solutions d’'une EDL d’ordre 1 ——

LE / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I.
Considérons I'’équation différentielle
(E): y'=alt)y+b(1),
dont I’équation homogene associée est
(H): y' =alt)y.
Les solutions de (E) sont les fonctions
7
Corollaire 1| Cas particulier o1 a est une fonction constante
Soit a € R. Considérons I'équation différentielle (H) : y' = ay.
Les solutions de (H) sont les fonctions f, définies sur R par
H(8) =2e®,
oA eR.
Preuve Conséquence immeédiate de la proposition précédente, puisque la fonction t — at
est une primitive de la fonction constante t — ¢ sur R.
: L. Solution
Soluti snérale d Solution générale de L
Exemple 3 (Homogenes d’ordre 1 a coefficient constant) >otution generale de - — I'équation —L BRIEULIE (S
1. Résoudre yr = —2y. I’équation COMPLETE HOMOGENE solution quelconque de
P I'équation complete)
»
Preuve  (Point clef — Faire la différence entre VED avec la solution particuliére et une
solution générale)
#




BCPST1 (€9 2023-2024

Le / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

On pourra retenir (méme si ce n'est pas au progamme officiel!) que :

~— Corollaire 2 | Solutions de y' = ay + b, cas des coefficients constants ————
Soient a et b deux nombres réels, avec a # 0. Considérons I'équation différen-

tielle
(B): y'=ay+b.
Les solutions de (E) sont les fonctions f, définies sur R par

b
t :)\ at__,
A= he =

ouAeR.

Attention

Cette formule ne fonctionne que si les coefficients a et b sont constants. Le cas
général est plus délicat a traiter.

Dans le cas général, llusieurs méthodes existent pour trouver une solution particu-
liére :

® Trouver une solution « de téte » qui convient : rapide mais difficile, et souvent im-
possible!

® La méthode dite de variation de la constante, qui permet toujours de trouver
une solution particuliére modulo la recherche d'une primitive,

® Le fait de se laisser guider par I'énoncé pour trouver une solution particuliére
ayant une certaine forme,

® Le principe de superposition, qui permet de découper le probleme en plusieurs
morceaux (cela est adapté lorsque le second membre s’écrit en tant que somme

CAS PARTICULIER DES COEFFICIENTS CONSTANTS. Lorsque a et b sont des fonctions . .
de plusieurs fonctions).

constantes, I’équation différentielle (E) s’écrit alors sous la forme
(E): y'=ay+b, Expliquons chacune de ces méthodes.

ol a et b sont deux réels (avec a + 0). Déterminer une solution particuliere de (E) et

en déduire 'ensemble des solutions de (E). o A . .
(E) TROUVER UNE SOLUTION PARTICULIERE « DE TETE ». Cela est parfois possible lorsque

7 le second membre a une forte ressemblance avecl’équation différentielle homogeéne
(mais cela n'arrive quasiment jamais).

Exemple 4 Résoudre I'équation différentielle (E): 2y' +y =2+ x.

4
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RECHERCHE D'UNE SOLUTION PARTICULIERE : VARIATION DE LA CONSTANTE. Nous com-
mencons par une méthode qui fonctionne toujours dés que le second membre est
continu : la méthode de variation de la constante. 11 s’agit de chercher une solution
de la forme des solutions de I'équation homogene, ou la constante A est remplacée
par une fonction dérivable ¢t € I — A(¢). Nous faisons donc varier la constante A au
sens propre du terme.

0 Méthode Variation de la constante

Chercher une solution particuliére y, souslaforme t € I — A(£)e*"

tion A : 1 — R est dérivable et est a déterminer.

,oulafonc-

Justifions tout d’abord que cette méthode fonctionne toujours.

Preuve  Sil'on pose y, (£) = A()e*”, pour tout £ € I, o1 A est une fonction dérivable sur I,
alors pour tout ¢ €1,

y® solutionde y' = a(t)y + b(t) <> (y,) (t) = a()y, () + b(r)
= N ()" + AMpyattye™™ = anykt)e™™ + b(1)
= N®)e*® =b()
= N =e*Db@)
< A estune primitive de t — e ™" b(¢) sur L.

On est donc ramené a un calcul de primitive. Une fois A déterminé (a une constante additive
prés!), une solution particuliére est donnée sur Ipar  y,(t) = A()er®,

Donc la méthode de variation de la constante fonctionne si et seulement s'’il existe une pri-
mitive a la fonction ¢ — b(t)e " sur 1. Cette derniére existe dés que la t — b(t)e™® est
continue, ce qui est le cas.

Exemple 5
1. Résoudre y' +y =re™".

R4

2. Résoudre

7

ty'—y+In(t)=0

sur un intervalle a préciser.
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Exemple 6
1. Calculer une primitive de ¢ — e’ sin ¢ sur R.

4

2. Résoudre y' + y =sin(x).

SE LAISSER GUIDER. Parfois '’énoncé vous donnera aussi directement une forme
sous laquelle chercher une solution particuliere.

. _1 . . N
Exemple7 Résoudre:y’+y = e 2*2, en cherchant une solution particuliére sous

la forme t — ae®*? o1 a, a et b seront des réels.

4

PRINCIPE DE SUPERPOSITION
Proposition 2 | Principe de superposition.
Le principe de superposition est adapté lorsque le second membre s’écrit en tant

que somme de plusieurs fonctions « simples ».

Supposons (E) : y' = a(x)y + a; by (x) + a, by (x) + ... + a,, b, (x)
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¥ est une solution particuliere de (E;):y' = a(x)y + b, (x)
Si ¥, est une solution particuliere de (E,):y' = a(x)y + b,(x)
¥, est une solution particuliere de (E,)) :y' = a(x)y + b, (x)
alors:  y, =0y +), +...+@,y, estunesolution particuliére de (E).

Autrement dit, lorsque le second membre de I’équation initiale est une somme,
on peut décomposer I'étude et utiliser les « fonctions termes » de cette somme.

LE / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

Preuve  Supposons, pour simplifier, que

(B): ¥ = a(x)y + ay by (x) + 0y by (x).
Soit y; une solution particuliere de (E;) : y' = a(x)y + by (x).
Soit y, une solution particuliere de (E,) : y' = a(x)y + b,(x).

’ Avec condition initiale

o

Nous savons donc a présent résoudre complétement une équation différentielle li-
néaire d’ordre 1. Lorsque I'on ajoute en plus une condition initiale, alors il existe une
unique solution.

Théeoréme 2 | Résolution avec condition initiale
Soient £, € I et y, € R. Il existe une et une seule solution au « probléeme de CAu-

CHY »
y' = a(t)y+b(r),
y(to) = WeER.

En résumé, sans condition initiale on a une infinité de solutions. Avec une condition

Remarque 3 (Autour du principe de superposition) initiale il y a généralement unicité

On a ainsi linéarité des solutions par rapport au second membre de 'EDL. On
peut invoquer le pincipe de superposition pour simplifier la recherche d'une Q Méthode Pour résoudre une EDL d’ordre 1 avec condition initiale
solution particuliere (on recherche alors plusieurs solutions particuliéres a plu- * Résoudre I'équation homogene associée.

sieurs équations différentes - en général deux- otile second membre a une forme x Trouver une solution particuliére constante de l'équation avec second

plus simple). membre (en utilisant par exemple la méthode de la variation de la constante
et/ou le principe de superposition).
Exemple 8 Résoudre sur R I'équation y' -2y = e* +6. * Additionner une solution générale de I'’équation homogene associée avec
e cette solution particuliere pour obtenir la forme générale des solutions de
I’équation complete (forme qui dépend d’une constante A).
* Utiliser la condition initiale y(#,) = y, pour déterminer la constante A.

3
Exemple 9 Résoudre sur R} le probléme suivant: y’ — Z y=tavecy(l)=2.

4



BCPST1 (€9 2023-2024

LE / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

Exemple 10 Résoudre y' —3y =5, y(0) =2.

n EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU 2™¢ ORDRE

m Définitions et notations

— Définition 2 | EDL a coefficients constants d’ordre 2
On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients

constants une équation du type :
(B): ay"+ by +cy=f(x)
ou:
® g, b et ¢ sont des constantes réelles (avec a # 0);
® f estune fonction continue sur un intervalle I de R (appelée second membre
de I'’équation).
Si f estla fonction nulle, l’EDL‘(H) tay"+by' +cy = 0‘ est dite homogene.

(H) est 'équation homogene associée a (E).

® y:I— Restune fonction deux fois dérivable inconnue a déterminer.

Ainsi,

* y est solution de (E) si et seulement si y est deux fois dérivable et, pour tout
xel, ay”"(x)+by'(x)+cy(x) = f(x).

* Résoudre (E), c’est déterminer I'ensemble ., des fonctions y solutions de (E) sur
L.

Exemple 11 (Quelques exemples)

7
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METHODE DE RESOLUTION. Le schéma de résolution d'une équation différentielle li-
néaire du second ordre est identique a celui utilisé pour résoudre une équation dif-
férentielle linéaire du premier ordre, a savoir :

- Résoudre 1'équation homogene associée (sans second membre) et obtenir les
fonctions solutions yy,

- Trouver une solution particuliere y, de (E).

- Lensemble des solutions de (E) est alors {y + ¥}

Cependant, les calculs a conduire ne sont plus les mémes!

Formalisons cette méthode de résolution dans le théoréme ci-dessous :

— Théoréme 3 | Structure des solutions
Une solution générale de (E) est la somme d’une solution générale de I'équation

homogene associée (H) et d'une solution particuliere. Ainsi si

e on connait I'ensemble des solutions de (H), noté %4

e on connait une solution particuliere de (E), notée y,

alors I'ensemble . des solutions de (E) est & = {y;, + y,, | y; € HA}

Preuve  Admis: c’est une adaptation du théoreme analogue concernant l'ordre 1.

m Résolution de 'équation homogéne

— Définition 3 | Equation caractéristique
Soit I’équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants :

(E): ay"+by +cy=f(x) avec(a,b,c)eR.
L'équation homogene associée a (E) est I'équation :
(H): ay"+by' +cy=0.
On appelle équation caractéristique associée a (H) 1'équation du second degré :
ar*+br+c=0.

Lensemble .#; des solutions de (H) dépend du signe du discriminant A = b? — 4ac
de I'’équation caractéristique :

— Théoréme 4 | Résolution de 'équation homogene ay” + by’ + cy =0
® Si A > 0 alors I'équation caractéristique posséde deux solutions réelles dis-

tinctes r; et r, et:
Fu = {x — Ne" + pe’* | (A, p) e R?}
® Si A =0 alors I'équation caractéristique posséde une unique solution réelle 7,
et:

Fu = {x— (A +px)e™ [ (A, p) e R?}
® Si A < 0 alors I'équation caractéristique posséde deux solutions complexes
conjuguées z; =a+ifetz, =a—ip, et:
Fn = {x — (Acos(px) + psin(px))e™™

(A p) € R?

Preuve  Théoréme admis (démonstration technique).

Exemple 12 Résoudre les équations différentielles suivantes.
1. y'+y'-2y=0

R4

2. y'=2y'+y=0
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3. y'-y'+y=0

m Recherche d’une solution particuliére

Conformément au schéma de résolution d'une équation différentielle linéaire du se-
cond ordre, maintenant que nous savons résoudre I’équation homogeéne associée a

(E), il nous faut pouvoir trouver une solution particuliere de (E).
Le programme de 1-BCPST est limitatif :

«La forme d’une solution particuliere est donnée sauf lorsque f est une fonction
constante. Par exemple, lorsque f est de la forme t — sin(wt) ou ¢ — sin(wt),
I'énoncé devra indiquer de chercher une solution du type t — Asin(wt) + pcos(wt)
ou t — Atsin(wt) + ptcos(wt), A et p étant a déterminer. »

CAS DU SECOND MEMBRE CONSTANT.
s’écrivant sous la forme

On s’intéresse aux équations différentielles

(E): ay" + by +cy=|d]
ol a, b, ¢, d sont quatre réels (et a # 0).

Rappelons que I'équation caractéristique associée est
ar’+br+c=0.

— Théoréme 5| Solution particuliére pour un second membre constant
Trois cas sont a considérer

® si 0 n'est pas racine de I'équation caractéristique (dans 99% des cas), on
cherche une solution particuliére sous la forme d'une constante, i.e. sous la
forme t—C,o0uCeR,

® si(estracine simple del’équation caractéristique : on cherche une solution
particuliere sous la forme ¢+— Ct,CeR,

® si 0 est racine double de I'équation caractéristique : on cherche une solu-

tion particuliere sous la forme ¢t — Ct?, CeR.

Preuve Admis: constatons cela sur la pratique!

Exemple 13 Déterminer les solutions générales des deux équations différen-
tielles suivantes.

1 y'—y -2y=2.

7
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SECONDS MEMBRES PLUS GENERAUX. Pour des seconds membres plus généraux,
I’énoncé vous donnera toujours une forme de solution particuliére.

)

Méthode Solution particuliére en cas de second membre variable

Lorsque la fonction second membre f de (E) est

* une exponentielle,

* une fonction polynomiale,

* une fonction trigonométrique,

onrecherche une solution particuliere sous une forme similaire qui sera donnée
par 'énoncé.

Exemple 14 Déterminer une solution particuliere des équations différentielles

ci-apres.

1. 2y"—y'—y=3cos(t). Indication : On recherchera une solution particuliere
sous la formey, : t — acos(t) + bsin(¢) avec a, b des réels a déterminer

4
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2. y"—y=rte'. Indication: On recherchera une solution particuliére sous la
formey, :t — (at®+b)e" avec a, b des réels a déterminer

4

PRINCIPE DE SUPERPOSITION. Le principe de superposition s’applique encore pour
les équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants ad-
mettant un second membre somme de plusieurs fonctions simples. Par exemple :

— Proposition 3 | Principe de superposition (somme de deux fonctions)
Soit (a, b, c) € R?, d;, d, : T — R deux fonctions continues et (A, 1) € R%. Si f et g
sont respectivement des solutions de
ay"+by' +cy=d,(t) et ay"+by +cy=ad(t)
alors Af + pg est solution de 'EDL a coefficients constants
ay"+by' +cy =Ad,(t) + pd,(t).

Avec conditions initiales

Admettant I'existence d'une solution particuliére avec un second membre continu
d, on peut démontrer I'existence et I'unicité ci-apres.

— Théoréme 6 | Résolution avec condition initiale
Soient , € 1, (3, ;) € R%. 1l existe une et une seule solution au « probléme de
CAUCHY » :

ay"+by' +cy = d(t),
() = Yo
V'(t) = n.

Preuve Admis.

Q Méthode Pour résoudre une EDL d’ordre 2 avec conditions initiales

* Résoudre I'équation caractéristique.

* En déduire la résolution de I'équation homogene associée.

* Trouver une solution particuliere de I'équation avec second membre.

* Additionner une solution générale de I'équation homogene associée avec
cette solution particuliére pour obtenir la forme générale des solutions de
I’équation complete (forme qui dépend de deux constantes A et p).

* Utiliser les conditions initiales y(t,) = y, et y'(¢,) = y; pour déterminer les
constantes A et L.

Exemple 15 Résoudre sur R le probleme suivant: y” -2y’ —3y = 9t* avec y(0) = 0
et ¥'(0) = 1. On recherchera une solution particuliére sous la forme d'une fonc-
tion polynomiale de degré 2.

4
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n EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire
Concernant les équations différentielles :
® savoir résoudre 'homogeéne d'une équation différentielle linéaire d’ordre 1 ou2. .
® savoir effectuer une variation de la constante pourl'ordre 1 ..................... O
® savoir trouver une solution particuliére pour 'ordre 2 lorsque le second membre est
o0 8 5] - o 1 PP O
® savoir que lorsqu’aucune condition initiale n’est imposée, on a une infinité de solu-
tion, on conclut en donnant un ensemble de solutions.......................... O
® savoir que lorsqu'une condition initiale est imposée, on conclut en donnant une
fonction SOIUION . . ... ..ot e O

m Equations différentielles du premier ordre

Exercice1 | $8
valle indiqué.

solution Résoudre les équations différentielles suivantes sur I'inter-

1. Yy -2y=x+x*surR 2. (1+x¥)y +2xy=1surR

3. x%)—y=e¥surR* 4. xy' —(1+2x)y = —x*e* surR**
5 "'—2xy=—-(2x-1)e* surR 6 ’—ﬂ =2 sur |1, +oo[
- Y y= .y x(xz_l)y_ ,

7.y +cos®(x)y=0surR 8. y’+x2 1y:xsur]1,+c>o[

Exercice2 | 88 solution Résoudre les équations différentielles suivantes.

1-2
1. (1+x%)y -2xy =(1+x?)? 2. Y+ nyzl
x
3. y-y=x*(e‘+e™) 4 xy'+(1-2x)y=1
5. X3y +4(1-x*)y=0 6. (1-x*)y -2xy=1

7. Xy -y=x*-x+1

affine.

Indication : On pourra chercher une solution particuliere

Exercice 3 | §¥3 Avec conditions initiales solution Résoudre les problémes de Cau-
CHY suivants en précisant a chaque fois 'intervalle de résolution.

1. y'cosx—ysinx=0, y(0)=1
2. y'+xy=2x, y0)=1

m Equations différentielles du second ordre

Exercice & | R  Solution Résoudre les équations différentielles suivantes, puis dé-
terminer 'unique solution vérifiant y(0) =0 et y'(0) = 1.

1. y'+8y'+15y=5 2. 4y'-4y'+y=4

3. y'-2y'+5y=5 4 y'-2y'=2

Exercice 5 | €5 Avec second membres particuliers solution Déterminer une solu-
tion particuliere des équations différentielles suivantes.

y" +4y = —e*". On recherchera une
solution particuliere sous la forme
y,(1) = ae*’ avec a € R.

1. y' -y +y = t*+6. On recher- 2.
chera une solution particuliére sous
la forme y,(r) = at® + bt + ¢ avec
a, b, c trois réls.

y"+y' -2y = 2e'. Onrecherchera une
solution particuliere sous la forme
yy(t) = ate’ aveca e R.

3. y'+y = cos(t)+sin(r). On re- 4.
cherchera une solution particuliere
sous la forme y,(r) = r(acos(t) +
bsin(t)), avec a, b deux réls.

Exercice 6 | 3 Avec conditions initiales solution Résoudre les problémes de Cau-
CHY suivants :

1. y'—4y' +5y=1avecy(0)=1ety'(0)=0
2. y'—4y"+5y=2avecy(0)=0ety’(0)=1

Indication : On recherchera, pour les deux équations différentielles, une solution
particuliere sous forme d’'une constante

m Techniques particuliéres

Exercice 7 | € Changement de fonction inconnue solution Résoudre
x*y"+3xy" +y = (x+1)*

sur R** en posant z(r) = y(e’) pour tout ¢ € R.
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Exercice 8 | Changement de fonction inconnue solution Résoudre I'équation dif-

férentielle
22y +4xy' +(2-xH)y =1

sur R*™* en posant z(x) = x?y(x).

Exercice 9 | @ Systemes différentiels solution Déterminer les solutions sur R des
systemes différentiels suivants
xl
2. ,
{ y

x =
1 ,
I

On déterminera une équation différentielle du second ordre dont y est solution. Pour
le second systéme, on distinguera des cas selon la valeur de 6.

4x -3y
2x—-y

xcosB—ysin®

xsinB+ycosH (BER).

Contexte physique/chimique

Exercice 10 | Circuits électriques Solution

1. [Circuit RC] On place en série un condensateur de capacité C et une résis-
tance R, alimentés par un générateur de force électromotrice V. La charge q(t)

du condensateur vérifie alors I’équation

, 1 Y

q'(0)+ eal) = 4.

Calculer I'expression explicite de g, sachant que la charge initiale est nulle, et tra-
cer le graphe de g a l'aide de Python (D% ).

2. [Circuit LC] On place en série un condensateur de capacité C et une bobine
d’inductance L, alimentés par un générateur de force électromotrice V. La charge
q(t) du condensateur vérifie alors I’équation

" 1 A%
q'(1)+ Tea() = 7.
Calculer I'expression explicite de g, sachant que la charge initiale est nulle et que
q'(0) = 0, et tracer le graphe de g a l'aide de Python (D% ).

Exercice 11 | Loi de Fick solution Une cellule est plongé dans une solution de po-
tassium de concentration c,. On note ¢(¢) la concentration de potassium dans la
cellule a I'instant ¢, et on suppose que c(0) = 0. D’apres la loi de Fick, la vitesse de
variation de la concentration de potassium dans la cellule est proportionnelle au gra-
dient de concentration ¢, — ¢(t), c’est-a-dire qu'il existe une constante T homogene
C’(l) = Cp——(,‘([)

a un temps telle que :
T
Déterminer c(t) et tracer le graphe de c.

Exercice 12 | Datation au carbone 14 solution La vitesse de désintégration du car-
bone 14 est proportionnelle a sa quantité présente dans le matériau considéré. Ainsi,
si on note y(t) le nombre d’atomes de carbone 14 présents dans un échantillon de
matiere organique a I'anné ¢, y vérifie 'équation différentielle

y'(1) = —ky(1),
ol1 k = 1.238 x 10~*an"! est la constante de désintégration du carbone 14.

1. Calculer I'expression explicite de y(¢) en fonction du nombre N, d’atomes de car-
bone 14 al'instant ¢ = 0.

2. On appelle demi-vie d'un élément radioactif le temps au bout duquel la moitié
de ses atomes se sont désintégrés. Déterminer la demi-vie du carbone 14.

3. Lors de fouilles, on a découvert un fragment d’os dont la teneur en carbone 14
vaut 70% de celle d'un os actuel de méme masse. Estimer I’age de ces fragments.

Exercice 13 | Cinétique chimique d’ordre 1 solution On considere la réaction chi-
mique d’équation bilan : 2N,0; = 4NO,+0,. Cette réaction a une cinétique d’ordre
1, c’est-a-dire que la vitesse de disparition du pentaoxyde de diazote, définie par

1 d[N,0
v= _1dIN;05] vérifie 'équation: v = k[N,Os].

2 dt
En posant y(t) = [N,0z](#), et en notant ¢, = y(0), donner I'expression exacte de la
vitesse de disparition du pentaoxyde de diazote, et tracer sa courbe. En déduire le
temps de demi-réaction.



