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Chapitre #

Matrices

(ALG) 7

n MATRICES & OPERATIONS

1 Matrices & Opérations.......... Résumé & Plan

2 Matrices carrées................ Le calcul matriciel est un puis-

3 EXErcices .....cevevunnnnnnnnnnns sant outil pour traiter de nombreux
Etre visionnaire cest regarder ~ Problemes. Par exemple, en ana- Cadre
le monde au-dela du temps. lyse, I'étude des suites récurrentes Dans tout le chapitre, 'ensemble [ désignera R ou C, et n, p désignent deux
Mais on ne voit pas plus loin linéaires ou de systemes différen- entiers naturels non nuls. lensemble K est aussi appelé ensemble des sca-
que les choix que I'on ne peur ~ tiels linéaires, en algebre il per- laires.
pas comprendre. met |'étude efficace des applica-

— I’Oracle dans The Matrix tions linéaires ou encore des sys-
téemes d’équations linéaires. Lob-

jectif de ce chapitre est de déve- n Généralités

lopper les notions du calcul matri-
ciel qui nous permettront de traiter

les problemes précédents plus tard — Définition 1| Matrice

dans I'année. p colonnes
—

On appelle matrice de taille n x p a coefficients
dans K un tableau de nombres dans K compor-
tant n lignes et p colonnes remplies de nombres

soudi u

En général, lorsque A est une matrice a n lignes et p colonnes, le coefficient situé
al'intersection de la i éme ligne et de la j*™ colonne se note a; ;. On écrit alors

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un €. M g e i Gup

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais treés classiques parfois, seront Ga1 G2 - Gpj oo Gpp
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a4 un concours, il faut donc A= ou A=(a; )i
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme i1 Qip - Gij ... Qi b lg]léz
un exercice important. : : : :

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en a. L Ay .. a.. ... a
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par- " " " P
lerons pas en cours.
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Attention

® De la méme facon qu'on ne confond pas une suite (u,) ., (une famille infi-
nie) avec son n-ieme terme u,, (pour n € N, un nombre réel),

® on ne confondra pas une matrice A = (a; ;)i<i<n (une famille) avec son coef-
Isjsp
ficient (i, j) noté a; ; (un élément de K).

Notation
On note M, ,, (K) I'ensemble des matrices n x p a coefficients dans K.

Dans les notations précédentes, le premier indice désignera toujours le numéro de
ligne, et le second le numéro de colonne.

Exemple 1 On définit :

1 2 3 4 1
A=[8 7 6 5 B=|2 C=(-72) D=(2"+3j)ei<s

9 10 11 12 3 lsj<2

1. Pour chacune des matrices suivantes, a quel ensemble appartiennent-elles?

A€ Be Ce De
2. Ona: a,,; = a3 = a3 =
3. Ecrire la matrice D sous forme de tableau de nombres.
7

e On appelle matrice ligne (ou vecteur ligne) un élément de 901, ,, (K).

Définition 2 | Matrice ligne, matrice colonne
(o On appelle matrice colonne (ou vecteur colonne) un élément de 9t , (K).

Exemple2 Dansl'exemple précédent, B est une matrice colonne, C est une ma-
trice ligne.

Définition 3 | Egalité matricielle
Soient A,B € M, , (K) deux matrices de-méme taille. On dit que A et B sont
égales etonnote A = Bsi:

V(i,j)e[1, n] x[1, p], a;;=Db;;.

Exemple 3 Soit

. 1 -1
1 -1 cos(0) e'"

_ - —lo 2

A (0 2)’ B (tan(O) 2 e C 0 0

OnaA=BmaisA+CetB+C.

Définition 4 | Matrice carrée
Une matrice M est dire carrée lorsqu’elle a autant de lignes que de colonnes, c’est

adiresiMe .4, ,(K).
On dira dans ce cas que M est une matrice carrée d’ordre 7.

Notation

On note plus simplement 91, (K) au lieu de 9, ,, (K) et si A € 9, (KK), on note
plus simplement A = (a; ;) <;j<n aulieude A = (a; ;)i<i<n-

1sjsn

est une matrice carrée d’'ordre 3, ce que l'on

o O N
© O W

1
Exemple 4 LamatriceA = |4
7

note: A e 9, (R).

— Définition 5 | Matrice nulle
e On appelle matrice nulle de M, , (K) la matrice n x p ayant tous ses coeffi-

cients égaux a z€ro :
0..0
On,p = (O)ISKH = .
'sisp10..0

e La matrice nulle de 901, (K) est plus simplement notée 0,,.

Exemple5 Ona:

02,3 =
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m Opérations sur les matrices

Commencons par définir quelques opérations sur les matrices, en commencant par
l'addition.

ADDITION ET MULTIPLICATION EXTERNE.
tuitives sur les matrices.

On commence par deux opérations tres in-

— Dg’aﬁnition 6 | Somme matricielle
SOlentA = (ai‘j)lsisn € mn’p (K) et B = (bi,j)1$i$n € mn’p (K).
Isjgp Isjgp
Onnote A +B e M, , (K) la matrice définie par :

A+B= (ai’j + bi,j)lsisn .
Isjsp
Autrement dit, les coefficients de A + B sont obtenus en sommant ceux de A avec
ceux de B.

Remarque 1
méme taille.

On ne peut additionner entre elles que deux matrices qui ont la

12 11
Exemple 6 CalculerA+BouA=|3 4|etB=|2 2

56 33
4

On peut également multiplier une matrice par un scalaire (a savoir un élément de K.
Cette multiplication est dite externe, car un scalaire n’est a priori pas une matrice.

— Définition 7| Multiplication externe
Soit A = (a; j)1<i<n € M, , (K) et A € R. Alors la matrice AA est définie par :
I<jgp
)\A = ()\aw—)lsisn .
Isjgp
Autrement dit, les coefficients de AA sont obtenus en multipliant ceux de A par
A

Exemple 7
12 4 -10 2 3612 -3 0 6
Si A=|00 -3 0 0 -1|, alors 3A=|00 -9 0 0 -3|.
021 1 2 =2 06 3 3 6 —6

En particulier, pour A = —1, on arrive a la définition suivante.

Soit A = (a; j)1<i<n € M, , (IKK). On appelle matrice opposée de A la matrice —A.

Définition 8 | Matrice opposée
( 1sjsp ’

E leg Calcul 2AB‘A—10% g=|> 41
Xxemple alculer — +0u—_23_%e —001

7

Les opérations + (addition de matrices) et - (multiplication externe) sur les matrices
possede des propriétés similaires a celles des nombres réels déja rencontrées, dont
la vérification ne présente pas de difficulté.

— Proposition 1| Propriétés de la somme
Soient (A,B,C) € (Sﬁn’p ([K))g.
® [Associativité] (A+B)+C=A+ (B+C).
® [Commutativité] A+B=B+A.
® [Elément neutre] A+0,, =0,,+A =A.On dit que 0, est un élément
neutre pour 'addition matricielle.
® [Elément opposé] A+(-A)=0,,.

— Proposition 2 | Propriétés de la multiplication externe

Soient (A,B) € (sm,,,p ([K))2 et (A, ) € R?, Alors :

® [Associativité] (Ap)-A=A-(p-A).

e [Elémentneutre] 1-A =A.Onditque 1 estun élément neutre pour la mul-
tiplication externe.

® [Distributivité] (A+u)-A=A-A+u-A, A-(A+B)=A-A+A-B.
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@ Attention

MULTIPLICATION INTERNE. Passons a présent a une troisiéme opération : celle du pro-
duit matriciel. Nous allons chercher cette fois-ici a multiplier deux matrices entre
elles. La définition ci-apres peut paraitre parachutée pour le moment, mais elle trou-
vera tout son sens plus tard dans I'année, ol nous utiliserons les matrices pour trai-
ter des problemes d’applications linéaires. Pour I'instant I'objectif n’est donc pas de
comprendre pourquoi on définit le produit matriciel ainsi, mais de savoir les calcu-
ler.

— Définition 9 | Produit matriciel

Soient A = (a; ;)i1<i<n € M, , (R) et B = (b; ;)1<i<p € M, ; (R), donc telles que le
1<jsp Isj<q

nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B. Alors on appelle

matrice produit de A par B, notée A x B ou plus simplement AB, la matrice de

taille n x g et de coefficient général c¢; ; défini par

p
v(i,j)el, pl x[1, 4], cj= kZ a; i by j-
=1

Remarque 2 (Sur la taille des matrices) On remarque que le nombre de co-
lonnes de A doit obligatoirement étre égal au nombre de lignes de B. On pourra
retenir le schéma suivant type «relation de CHASLES » pour connaitre le format
de la matrice produit :

Matrice n x g X Matrice ¢ x p — Matricen x p

En particulier, le produit de deux matrices carrées de taille 7 est encore une ma-
trice carrée de taille n.

Existence du produit matriciel

Toujours vérifier les formats des matrices avant de calculer le produit matriciel
des deux.

Le produit matriciel peut se visualiser comme ceci :

‘ B : p lignes ¢ colonnes ‘

) blrl—r — .> b17q
\\/ -
AL A N b.q
/ +
%
>\\ >/ XAA - . .
\ . / N\ . .
% /X : :
// \\\"'\:/ m
/ //\\\\’\ //x bpg v ’@ bp,q
/ >\/ . A\
/ / X NS
/ /Y
/ /
/ ¢ S/
0\ /
\\ p L
/ / L
a1 a1k a1y enl 1,5 Clq
; . .' . ; . ~‘ . . .
RN
;.1 e e @ Ci,1 e Ci,j e Ciq
\
. /
an1 .- Qnk Qanp Cn,1 Cn k Cn,q

‘A : n lignes p colonnes C = A x B : n lignes g colonnes

C’est cette image qu’il faut avoir en téte. On retiendra en particulier que pour calculer
le coefficient (7,j) du produit, on a besoin de regarder la i-ieme ligne de la premiére
etla j-ieme colonne de la deuxieme.

Exemple 9 Calculer, si c’est possible, les produits AB et BA dans le cas suivants :

123 1 3
1. A=|4 56 et B=|1 1|

123 -1 2
R
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e Attention AB = 0 ne signifie pas forcémentque A=0ouB =0

Vous avez vu au colléege qu'un «un produit (de nombres réels) est nul si et
2. A= (1 37 9) et B= , seulement si un de ses facteurs est nul ». Ceci est faux pour les matrices.
Etant donné deux matrices A et B, avoir AB = 0 (matrice nulle) ne signifie

0 pas forcément que A =0 ou B =0!
4

2 e Attention Pas de résultat sur les équations-produit
Vous avez vu au college qu’'un « un produit (de nombres réels) est nul si et
seulement si un de ses facteurs est nul » (le résultat est encore vrai pour des
complexes). Ceci est en revanche faux pour les matrices. Par exemple, si

12 2 -6 -2 10
A= (2 4),B = (_1 3 ) etC= ( 1 _5). Calculer ABet AC:
1 1 21 P
3.A—(_1 1) et B—(O 1) 2
7

En résumé, on ne peut simplifier par A :
AB=AC==B=C.
De-méme, pour tout vecteur colonne X :
AX=0==X=0.

En revanche, on pourra opérer a cette simplification si A est

. . c e, . Note inversible, voir plus bas.
e Attention Le produit matriciel n’est pas commutatif
Pour deux matrices carrées de méme ordre, on peut aussi bien calculer
AB que BA, en revanche, AB n'est en général pas égal a BA. On dit que le Définition 10 | Matrices qui commutent
produit matriciel n'est pas commutatif. (Soient A,B e M, (K) deux matrices carrées. On dit que A et B commutent si
AB = BA.

10 01
W

1 2
o Exemple10 A= ( 01 ) et B= ( g g ) commutent puisque :
7
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Autrement dit, le coefficient (,j) € [1, p] x [1, n] de la matrice A" est le coeffi-
cient (j, i) de A.

En particulier, le nombre de lignes de AT est le nombre de colonnes de A, et le
nombre de colonnes de A" est le nombre de lignes de A.

Attention
Parfois certains livres ou sujets de concours notent la transposée a gauche, c’est-

— Proposition 3 | Propriétés de la multiplication a-dire 'A, mais cette notation a tendance a disparaitre au profit de la notation

Soient n,q, p, r trois entiers non nuls et (A,A") € M, , (K), (B,B") e M, , (K), anglo-saxonne de ce cours (et du programme).

CeM,, (K)etAeR. Alors:

® [Distributivité a droite] (A+AA')xB=AxB+AA'xB, Remarque 3 Lorsque A est carrée, on obtient AT en faisant une symétrie des

e [Distributivité a droite] A x(B+AB')=AxB+AAxB. coefficients de A par rapport a sa diagonale.

® [Associativité] A x (BC) = (AB)C.

Exemple 11 Déterminer la transposée de chaque matrice suivante.

Preuve
2 1
® Soit (i,j) € [1, n] x [1, q]. Alors: 5 1 5 47 -1 1 5
p A= - B=|58 8 et C=
((A+)\A,) XB)i,j = Z (A+M,)i,kBklj _]‘ 0 6 ' 9 0 1 _1 _8
k;l 5 7
= A;+AA) | By
kgl( ,k ],k] k,j "
L !
=2 (Ai,kBk,j + )\Aj,kBk,j)
k;I » linéarité de la somme
=2 AjBr;+ A YA By
k=1 k=1
= (AB);; + A(A'B), .
® Identique a la précédente.
® Découle de I'associativité du produit de réels et de la formule du produit matriciel.
Les propriétés précédentes sont analogues a celles déja rencontrées sur les nombres
réels, avec une exception tres importante : la non-commutativité du produit matri-
ciel.
TRANSPOSITION MATRICIELLE. Lopération de transposition est une opération qui
réalise une « symétrie d’axe i = j» dans les coeflicients de la matrice, c’est-a-dire un
échange entre les lignes et les colonnes. Voyons une définition plus formelle.
Définition 11 | Transposée Proposition 4 | Propriétés de la transposition
SoitA = (A;;) € M,, , (K) une matrice. On appelle transposée de A la matrice de ® [Linéarité] SoientA,Be M, ,(K), et A, pek. Alors:
M, , (K), notée A", telle que pour tout i € [1, p] ettout j € [1, n] : (M +uB)T =AAT +uB'.
(A7) =aj,. ® [Involutivité] SoitA €9, ,(K).Alors: (AT )" =A.
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® [Transposée d’'un produit] SoientA € M, ,(K),BeM, ,(K), alors:
(AxB)T=BTA".

e Attention A la formule d’un produit
La transposition échange I'ordre d'un produit.

Preuve

® Se démontre en écrivant les coefficients de A et B.

® Evident.

® Se démontre en tant que conséquence de la définition du produit matriciel.

X1
Exemple 12 (Produits XX et X'X) SoitX = : [ e, (K)avec n =1 et
xn
x; € K pour tout i € [1, n]). Quel est le format de X" X? de XX 2 Exprimer le
coefficient général de chacune des matrices.

4

MATRICES ELEMENTAIRES. Les matrices élémentaires forment les « briques de base »
de 'ensemble des matrices.

Définition 12 | Matrice élémentaire
Pour tout (i,j) € [1,n]x € [1, p], on note E; ; € M,, ,(R) la matrice dont tous les

coefficients sont nuls, sauf le coefficient sur la i-eme ligne et j-eme colonne qui
vaut 1.
Les matrices E; ; sont appelés les matrices élémentaires de M, ,(R).

J

Exemple 13 (pour n=2,p =3) Dans M, 3 (R), les matrices élémentaires sont :
100 010 001
Eii=lo 0 0] 1250 00 F3={0 00

000 000 000
Ez’l_(l 0 0) EZ'Z_(O 1 0) EZS‘(O 0 1)'

. 234 . < L .
Exemple 14 SoitA = 56 7 . Exprimer A al’aide des matrices élémentaires de
M3 (R).
7

n MATRICES CARREES

Dans cette section, nous discutons de résultats tres spécifiques aux matrices carrées.
Elles seront donc le plus souvent de taille n x n avec n = 1.




BCPST1 (€9 2023-2024

LE / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

m Matrices remarquables

— Définition 13 | Matrice diagonale, triangulaire

Soit A = (a; j)1<ij<n € My (K). Alors:
® on appelle coefficients diagonaux de la matrice A les coefficients de la forme
a;;,1 <i<n,cesont ceux sur la diagonale de A (colorés en bleu infra) :

Ay, Q12 Qi

)

A= | e

an,l an,Z t an,n
® On dit que A est une matrice diagonale de 9, (K) si a; ; = 0 pour tout (i, j) €
[1, n]? tel que i # j. Autrement dit, si tous les coefficients de A sont nuls sauf
peut-étre ceux de la diagonale, A est donc de la forme :

a,; 0...... 0

0 az,z"‘-.f

0

0.......0 a,,
Notation

SiA est diagonale de coefficients diagonaux a,, ..., a,, € R, on note généralement
A =Diag(a,, ...,a,).

Exemple 15 A = Diag(1,4,2) =

[ R

00
4 0] est une matrice diagonale d’ordre 3.
02

— Définition 14 | Matrice identité
La matrice identité de .#,(R), notée I,, est la matrice diagonale avec des 1 sur

la diagonale :

10 .0
0
0..01

S = O
- O O

1
Exemple16 Ona I3=10
0

Proposition 5 | 1, est 'élément neutre pour la multiplication matricielle
Pour toute matrice A de .#,,(R),ona:

AxI,=1,xA=A.

Constatons déja cela sur un exemple lorsque n = 2.

Exemple 17 Constatons la derniere proposition sur un exemple.

b
Notons A = (z d) € I, (R). Alors :
e Al =

4

Preuve  Retournons au cas général.

Soit n € N*. Soit A = (a;;), <ijen- Montrons que A x I, = A.
4

o

La démonstration de la propriété I, x A = A est similaire.
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Remarque 4 La matrice identité I, est le neutre pour la multiplication dans
M, (R), c'est a dire que multiplier A par I, a droite ou a gauche, donne toujours
A.

— Définition 15 | Matrice scalaire
On appelle matrice scalaire de ./, (R) toute matrice A s’écrivant sous la forme

A = Al,, pour un certain A € R. Ainsi, A est une matrice diagonale dont les coef-
ficients diagonaux sont tous égaux a A :

AO..... 0
0
A=|in
0
0..... 0 A

-2 0 0

Exemple18 A=| 0 -2 0 |=-2I; estune matrice scalaire.
0 0 -2

— Définition 16 | Matrice triangulaire
Soit A = (a; j)1<i<n € M, (K). Alors:

1gjsn
On dit que fﬁ est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) de
M, (K) si a;; = 0 pour tout (i,j) € [1, n]” tel que i > j (resp. i < j). Autre-
ment dit, si tous les coefficients de A situés en-dessous (resp. au-dessus) de la
diagonale sont nuls, A est donc de la forme :

ay, Qp....0y, a, 0... 0
0 . . R
A= Do resp. A= 0
0.....2:0 a,, app----- ay p
-4 0 O -12 0
Exemple19 A=] 1 3 0] esttriangulaire inférieureetB=| 0 0 4 |est
0 -2 9 0 0 -3

triangulaire supérieure.

— Proposition 6 | Stabilité

matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure).

Preuve Admis

— Définition 17 | Matrice symétrique/antisymétrique
Soit A = (a; j)1<i<n € M, (K). On dit que :

1sjsn
® Aest symétriquesiA’ = A, i.e.si:
.. 2
v(i,j)e[1, n]%, a;;=aj;.
® A est antisymétrique siA” = —A, i.e.si:

V(l,]) € [[1 y n]]z, ai,j = —a]-,,-.

5 2 3 0 -2 -3
Exemple20 A=]2 -3 0festsymétrique,B=|2 0 1 |estantisymétrique.
3 005 3-10

Remarque5 Les coefficients diagonaux d'une matrice antisymétrique sont nuls.
En effet, si A = (a; j)1<i<n € M, (K) est antisymétrique, alors d’apres la défini-

1gj<n

tion, a;; = —a, ; pour tout i € [1, n]* Donc a;; = 0.

m Puissances & Nilpotence

— Définition 18 | Puissance p-iéme

Soit A € M,, (K) avec n = 1 et k = 0. On définit par récurrence la matrice A” pour
tout p € N comme étant :

A°=1,, VpeN, APTI=AxAP=A”xA.
De maniere plus explicite, il s’agit d'un produit de p matrices, toutes égales a A :
Ap =Ax--xA.

® Le produit et la somme de deux matrices diagonales est une matrice diago-
nale.

® Le produit et la somme de deux matrices triangulaires supérieures (resp. in-
férieures) est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure).

® La transposée d'une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est une

p-fois
1 0 2
Exemple 21 CalculerA?etA3ouA=| -1 0 1
01 -2
"
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Exemple 22 CalculerB" ouB=| 1
1

Indication : On pourra commencer par calculer B>,B® et conjecturer une ex-
pression générale de B".
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Le calcul des puissances itérées d'une matrice est généralement difficile, nous ver-
rons dans cette section quelques techniques pour y parvenir.

Définition 19 | Matrice nilpotente
Soit A € 901, (K). Alors :

® A estdite nilpotente s’il existe p e Ntel que AP =0,, ,,.
® Dans ce cas,'indice de nilpotence estle plus petit exposant k vérifiant1’égalité
Ak =0, ,.

Lintérét d'une matrice nilpotente est qu’il est facile de calculer ses puissances car
elles s'annulent toutes a partir d'un certain rang.

Les matrices nilpotentes ne font pas l'objet d'un travail particulier dans le pro-
gramme, mais elles sont primordiales dans 'étude générale des matrices, nous en
reparlerons plus tard. En outre, ce symbole puissance jouit des mémes propriétés
ci-apres que celui sur les nombres réels.

Proposition 7 | Propriétés de la puissance
Soit A e M, (K) et (p,q) eN?, ona:

AP x A9 :APHI, (Ap)q = APY,

@ Attention

En revanche, en regle générale :
(AB)” # APBP,

sauf si les matrices A et Bcommutent. En effet, en régle générale,
(AB)? = (AB)(AB) - (AB)

est nilpotente.

S W N

01
Exemple 23 Montrer queA=|0 0
00
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Le

De maniere générale, pour les matrices diagonales nous avons le résultat suivant.

— Proposition 8 | Puissances d’'une matrice diagonale

Soit D € M1,, (K) une matrice diagonale de coefficients diagonaux A, ..., A, € K,
c'est-a-dire :
Ay 0.....0
0 A, -,
D = Diag(A,,...,A,) =] - .. 2. “o |
0.....0 A,
alors pour tout k € N :
AY 0.....0
k- :
DF = Diag (A, ..., Ak)= O~..)\2. 0
0..... 0 Ak

Cette proposition parait anecdotique, et pourtant elle servira tres réguliecrement en
2éme année.

Preuve  (Point clef — Récurrence sur k)
Faisons par exemple la preuve dans le cas n = 2.
D’

Théoréme 1| Bin6me de NEWTON pour les matrices
Soit A,B € M, (K)* deux matrices carrées qui commutent, c'est-

a-dire t(gﬂ

que: AB=BA.Alors:
P
VpeN, (A+B)=) Plakpr-t.
i=o\k
Attention

Lhypotheése de commutativité est cruciale.
En effet, (A + B)?> = A> + AB + BA + B? # A% + 2AB + B?, sauf si A, B commutent.
Pour des réels ou complexes la formule du binome ne faisait pas

apparaitre une telle hypothese, tout simplement car deux réels ou deux
complexes commutent toujours!

Note

La preuve est strictement la méme que pour les réelles et complexes.

Preuve  (Point clef — Récurrence sur p)
Montrons par récurrence que :

A+BY =3 (p )A"B""k
=3P ,

k=0

VpeN,

o (0 0
Initialisation. Ona (A+B)’=1et ) (k)A"BO"‘ = (O)AOBO =1

k=0

n
Hérédité. Soit n € N, on suppose que (A +B)" = Z ( )AkB” k. Alors:
(A+B)"!' = (A+B) Z( )A"B" k
k=0 >lmearlte de la somme
_ i (Z)Ak+an—k+ i (Z)BAan k
k=0 k=0 DA,B commutent
_ i ) pk+ign-k o i ) \kgn+i-k
i=k+1
n+1

| ipniel , Y kpn+l-k
=Y .7 |aBi 4+ Y A B
i1 \i—1 k=0

— n An+lB0+ Z A B i+1 Zn: Aan+l—k+ n AOBrH—l—O
n mli-1 =1 0
_ - n kpntl-k | pn+l
=A Z k-1 A*B +B
- > formule de PascaL
*(n+1
_An+1 + Z( k )Aan+1 k+Bn+l
k=1
— n+1( + l)Aan+1—k
=\ k

D’ot1 le résultat par principe de récurrence.

La plupart du temps, les matrices A, B précédentes ne seront pas données explicite-
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ment. Un premier enjeu sera donc de pouvoir décomposer une matrice donnée en
une somme A + B avec A, B qui commutent. Le plus souvent, afin de simplifier les
calculs, nous essaierons de choisir B nilpotente.

)

Méthode Binome et calculs des puissances

® Si on arrive a écrire une matrice comme somme d’'une matrice D diagonale
et d’'une matrice nilpotente N (c’est-a-dire telle que N*o = 0 pour un certain
k, € N), qui commutent, on utilise la formule du binéme matricielle :
=o(p kngk
(D+N)? =) [ |[DP7*N*.
k=0 \k
Par ailleurs, les puissances N* sont nulles dés que k = k.
® On peut toujours écrire une matrice B sous la forme suivante :

BY = (B—1,+1 )’”—i(p)(B—I )k
- n n - k n

k=0

k=0

L@
=(B+1,-1,)’ =) (k)(—l)P—k(BHn)k.

112 1 p 2p
Exemple 24 SoitA = [0 1 0| € M5, (R). Montrer que A = |0 1 0 | pour
001 00 1
tout p € N.
’I

m Inversion

On avu que lamultiplication matricielle nous réserve certaines surprises, en particu-
lier la simplification est impossible de maniére systématique. Mais qu'entendait-on
par simplification?

Remarque 6 (Position du probléme dansR) Soient (b,c) € (R)? et a € R* que
I'on suppose donc non nul. Supposons que :

ab =ac, etonsouhaite prouver que b = c.

Rigoureusement, vous savez depuis le college que vous pouvez multiplier cette
1
égalité para™' = —:
a
(a'a)b=(a"'a)c <= b=c.

. . o1
Pour des matrices, on ne peut bien entendu pas écrire a~! = —, en revanche une
a

1

propriété que vérifie a™, et parfaitement prolongeable aux matrices, est :

ala=aa'=1.

On arrive alors directement a la notion de matrice inverse.

B 2.31. Geénéralités

Définition/Proposition 1| Matrice inversible & Groupe linéaire
® Une matrice A € 9, (K) est dite inversible s'il existe une matrice B € 901,

telleque: AxB=BxA=I,.
® Dans ce cas, B est aussi inversible, on I'appelle la matrice inverse de A, et on la
note B=A"1.

Notation

On note GL,(IK) 'ensemble des matrices inversibles, appelé groupe linéaire de
m, (K).

Preuve (Unicité de linverse) 1l nous faut prouver I'unicité de B : soient donc B, B’ deux
inverses de A. Alors : B=BI, = B(AB') = (BA)B' =1,B' =B'.

Puisque I'on multiplie tant6t a droite et tantot a gauche, la notion d’inverse n'est va-
lable que pour des matrices carrées.

La définition mentionne qu’il faut avoir AB = BA =1, en pratique c’est un peu plus
simple
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Théoréme 1| Inverse a droite/gauche
® Soit (A,B) e M, (K)? alors: AB=1, < BA=1,.
® Par conséquent, pour A € 9, (K) :

A estinversible < IBe M, (K),AB=1,,

— IBe M, (K),BA=1,.

(inverse a droite)

(inverse a gauche)

Nous admettons ce résultat, dont la preuve dépasse trés largement le programme de
BCPST.

Exemple 25 Etudier I'inversibilité de la matrice nulle, de I'identité, puis des ma-

trices scalaires.

4

2 i
Exemple 26 (Inverse donné) Soient C = (—i 1

1 —-i

), Dz(. ).AlorsCestin—
i 2

versible d’inverse D.

4

) 1 0
Exemple 27 (Inverse non donné) Montrer que les matrices A = (

0 _1) etB=

-10
( 0 1) sont inversibles, en utilisant la définition.

4

Attention Une somme de matrices inversibles n’est pas forcéement inversible

Les matrices A et B définies dans I'exemple précédent sont inversibles mais leur
somme ne l'est pas, car égale a la matrice nulle qui n'est pas inversible.

— Proposition 9 | Propriétés de I'inversion

® [Inverse d’'un produit] Soient A,B € 91, (K) inversibles, alors A x B est in-
versible et :
(AxB)'=B!xA™L
® [Inverse d’'un inverse] Soit A € 9, () inversible. Alors A™! est inversible
d’inverse elle-méme :
(A1) =A
® [Transposition et inversion commutent]
AT estinversible aussi et 'ona:

(A7) = (A1)

Soit A € 91, () inversible. Alors

Attention A la formule d’un produit

Linversion échange 'ordre d'un produit.

Dans la formule, on échange donc l'ordre des matrices, comme pour la

Note ..
transposition.
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Preuve  (Point clef— Vérifier la définition d’une matrice inverse)

°

Revenons a présent a la motivation initiale : celle de pouvoir simplifier des matrices
dans des égalités.

Proposition 10 | Simplification par une matrice inversible
Soit A € 901, (K) une matrice inversible. Alors :

® VB,CeM,,(K), AB=AC = B=C.
® vXeM,, (K), AX=0,, = X=0,;.

Attention a ne pas oublier d’analyser I'inversibilité. Nous avons déja vu des contre-
exemples dans le cas contraire.

Preuve
o

INVERSIBILITE DE MATRICES REMARQUABLES. Les inversibilités mentionnées ci-apres
pourront étre utilisées sans justification supplémentaire. Nous admettons pour le
moment celle concernant les matrices triangulaires.

— Proposition 11| Inversibilité de matrices diagonales & triangulaires
Soit (Ay,...,A,) e K".

® [Casdiagonal] Soit M = Diag(A,,...,A,). Alors:

M estinversible < Vie[1,n], A;#0.
Dans ce cas, nous avons :
M~ = Diag| !
= Diag RS wE
Ay Kok Ay O..... 0
0 A, - * A
® [Cas triangulaire] SoitM=| ../ 2. -, loul 2 0 .Alors:

0....70 A, x . * A,

M est inversible < Vi€ [l,n], A;#0.

En revanche, dans le cas triangulaire, il n'y a pas d’expression simple de I'inverse.

Preuve
général.
[ I 4

Faisons pour simplifier la preuve dans le cas n = 2. Elle est identique dans le cas

® Admis provisoirement. On peut déduire le résultat pour les triangulaires inférieures a
l'aide des supérieures en transposant.

Exemple 28 (Pour les matrices diagonales)

4
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Exemple 29 (Inversibilité de matrices nilpotentes?) Une matrice nilpotente
est-elle inversible?

4

IDENTITE MOINS UNE MATRICE NILPOTENTE. Lobjectif de ce paragraphe est de voir
pourquoi I,, — N est inversible si N est nilpotente. Nous commencons par générali-
ser la formule de BERNOULLI vue dans le chapitre sur les nombres réels. Cependant,
seule la preuve est a connaitre, '’énoncé est hors-programme.

— Proposition 12 | Formule de BERNouULLI [H.P]
Soit A,B € M, (K)* deux matrices carrées qui commutent, c’est-a-dire telles
que: AB=BAetpeN.Alors:

p
o APTI_BPtl = (A-B) ) AFBP7F,
k=0

p
® Enparticulier: VpeN*, I,-AP*=(1,-A)x ) AF
k=0

Remarque?7 Dansles deux dernieres égalités, les factorisations parA—BetI,,—A
respectivement peuvent se faire a droite.

Preuve  (Point clef— Téléscopage)

4

Exemple30 Alaide delaformule de BERNOULLI, montrer que pour N € M, (K):
Nnilpotente = I,, — Ninversible.

4

1 —a 0 O
o . 0 1 a
Exemple31 Considéronslamatrice B= 00 1 -a € M, 4 (K).Onpeut
0 0 1
0100
) . 0010 . . .
décomposerB=1,—aJou] = 000 1 . Alors la matrice B est inversible et on
0000
peut donner son inverse.
7
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® On déduit alors que M est inversible et on peut calculer son inverse.

4 =21

3 3 3
Indication : On montrera queM'1 = % %1 %
- 12 2

3 3 3
7

@ 23.2. Premiéres techniques de calcul

On présente des techniques de calcul tres proches de la définition dans cette section.
La méthode principale, dite d’« échelonnement », sera vue dans le chapitre sur les
systémes linéaires.

De maniere générale, formalisons cela dans une méthode.

AVEC LA DEFINITION.  Cette technique a été employée dans I'Exemple 27. On cherche 6 Méthode Inverse matriciel a l'aide d’un polynome annulateur

’3 —_— . 1 1 1 pa . . . . 2z P
I'inverse sous la forme B = (B; ;)1<i<n, €t on injecte ces inconnues dans le probleme Supposons qu'il existe a, ..., a, € K, et soit A € M, () une matrice carrée véri-

1sjsn
AB = BA =1,,. En revanche, cette méthode est vite compliquée a mettre en oeuvre fiant :
deés que les matrices sont de taille au moins 3 x 3. apl, + a1 A+...+a,AP =0,. (%)

OnditqueP:x — ay+a;x +... + a,x? est un polynome annulateur de A.

. ~ ® Sj : alors on montre par 'absurde que A n'est pas inversible.
CALCUL D'UN INVERSE A L’AIDE D'UN POLYNOME ANNULATEUR. Cette méthode est basée P d

sur l'existence d’une relation polynomiale en la matrice. Découvrons-1a au travers ~ ® Si  alors on montre que A est inversible. En effet, (%) est équivalente
d’un exemple. aaqA+... +a,AP = —a,l,, puis étant donné que a, est non nul :
a p \ p-1
_ Al——I, +...——AP | =1,.
2 21 ( ay n ay n

Exemple32 SoitM=| 2 -3 2|.

1 2 0 La matrice A est alors inversible (on a montré I'existence d'un inverse a droite)

ye al 14 p-1
® La matrice M vérifie la relation M? + 2M — 315 = 0. d'inverse _a_OI" 1 900 = a_OA :
’I
Attention
Il est fondamentale que a,, c’est-a-dire le coefficient devant I'identité, soit non
nul.
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Exemple 33

® Une matrice nilpotente vérifie une relation du type A” = 0 avec p un entier,
elle n'est pas inversible sauf si elle est nulle (déja montré dans un exemple
précédent). On le retrouve avec la méthode précédente puisque le coefficient
devant I'identité est nul.

® Montrer que siA? —A =0 et A # I, alors A n'est pas inversible.

4

CAS PARTICULIER DE LA DIMENSION DEUX. Passons a présent aux petites matrices de
tailles 2 x 2.

— Définition 20 | Déterminant d’une matrice 2 x 2

b
Soit A = (z d) € M, (K). On appelle déterminant de A, noté detA, la quantité

detA =ad- bc.

— Définition/Proposition 2 | Inversibilité d’'une matrice 2 x 2 & Déterminano—

b
® SoitA = (? d) €M, (K).Alors: A estinversible < det(A) # 0.

1 d -b
® En cas d’inversibilité,ona: A l=—— .
det(A)|-¢c a

Preuve

4

Exemple 34 Retrouver I'inversibilité des matrices de 'Exemple 27 a I'aide du
déterminant, en précisant I'inverse.

4

1 2
Exemple 35 Soit A = (0 3) et A € K. Quand est-ce que la matrice A — Al, est

inversible?

7

Exemple 36  Soit A € M1, , (K) une matrice inversible. Exprimer det (A‘l) en

fonction de detA.

4
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Matrices semblables

Définition 21| Matrices semblables
® Soient A et B deux matrices de 901, (IKK). Alors A et B sont dites semblables s’il

existe une matrice inversible P € GL,(K) telle que: A = PBP™!.
® SiK = C, deux matrices sont dites semblables sur R s’il existe une matrice in-
versible P € GL,(R) telle que A = PBP™!.

Notation
On notera A ~ B lorsque deux matrices sont semblables.

Proposition 13 | Puissances et matrices semblables [H.P]
Soient A et B deux matrices semblables de 9, (KK), c’est-a-dire telles qu’il existe

une matrice inversible P € 9, (K) , A = PBP™!. Alors :
VneN, A"=(PBP!')"=PB"P .

Cerésultat estindiqué comme [H.P| (vous ne pouvez pas I'utiliser tel quel), mais est
extrémement classique, il est donc important d’en connaitre la preuve. L'idée intui-
tive est la suivante : il y a une simplification terme par terme.

(PBP™!)" = (PBP") x (P! x -+ x (PBP™') = PB"P.

Preuve  (Point clef — Récurrence sur n)

4

Nous verrons dans de futurs chapitres une interprétation de la relation de similitude
entre deux matrices. Nous nous intéressons seulement ici a une application calcu-
latoire.

— Définition 22 | Diagonalisable, Trigonalisable
Soit A € M, (K).

® Lamatrice A est dite diagonalisable si elle est semblable a une matrice diago-
nale, c’est-a-dire sl existe D € M, (K) diagonale, et P € M, (K) inversible de
sorteque: A =PDP™'. De maniére équivalente :
A est diagonalisable <= 3P € GL,,(K), P"'AP est diagonale.
Diagonaliser A c’est trouver un choix de D, P qui convient.
® Une matrice A € M, (K) est dite trigonalisable si elle est semblable a une ma-
trice triangulaire supérieure, c’est-a-dire s'il existe T € 91,, (K) triangulaire su-
périeure, et P € 9, (K) inversible de sorte que : A = PTP™'. De maniére
équivalente :
A est trigonalisable < 3P € GL,(K), P"'AP est triangulaire.
Trigonaliser A c’est trouver un choix de T, P qui convient.

En premiére année, les matrices P et D seront toujours données, en seconde année
vous aurez des méthodes pour savoir si une matrice est diagonalisable ou pas, et le
cas échéant déterminer D, P. La trigonalisation ne sera quant a elle pas étudiée en
BCPST de maniere générale.

A quoi peut bien servir de diagonaliser une matrice? Une application importante
est la possibilité de pouvoir calculer les puissances facilement (cette application en
induit beaucoup d’autres, notamment en analyse sur les suites, mais nous le verrons
plus tard).

a Méthode Comment trouver les puissances d’une matrice diagonalisable?

1. Diagonaliser la matrice A : vérifier la relation A = PDP™! avec D diagonale et
P inversible. En premiere année les matrices D, P seront toujours données.

2. Calculer D" pour tout n € N.

3. A" =PD"P!, que 'on montre généralement par récurrence, on en déduit A”.

Appliquons cette démarche sur un exemple.

- 11 1 1
Exemple 37 Considérons J, = 11 etP= 11l
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1.

2.

Vérifier que P est inversible et calculer P!,

4

Montrer que J, est diagonalisable.

R4

3. Prouver par récurrence que pour tout n €N, J7 = PD"PL,
7
4, EndéduireJ; pour tout n € N.
7
5 12 1 1 1
Exemple 38 ConsidéronsA=|-1 7 2|etP=]1 -1 1
1 16 -1 1 1
1 -1
2 0%
1. Vérifier que P estinversible etque P~ = | 2 5t o
1 1
032 2
7
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2. Montrer que A est diagonalisable.

3. Onapour tout n € N, A” = PD"P~! : méme preuve que précédemment.
4, Calculer A” pour tout n € N.

4

TRAITEMENT MATRICIEL D'UNE RECURRENCE LINEAIRE D'ORDRE 2 : EXEMPLE DE FIBONACCI.
Il est possible de reformuler une récurrence linéaire d’'ordre deux ou plus a I'aide de
matrices, mais pour simplifier nous ferons la présentation uniquement pour 'ordre
deux.

Exemple39 (Suite de FiBoNAccralaidede matrices) On considére a nouveau
la suite de Fibonacci est définie par u, =0, u, =1, et :
VRneN, U,.,=U,,1+U,.
un
Posons X, = .
Upit

1. QuevautX,?

R4

2. Trouver une matrice A € .#,(R) de sorte que pourtout n € N, X, ., = AX,,.

3. Montrer par récurrence que: VnelN, X, =A"X,.
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4, Calculer ensuite A" en diagonalisant la matrice A. On montrera au préalable

1-v/5
— — — —= 0
queA = PDP™! avecP = V5-1 v5-1 etD=| 2 )
2 2 0 1+/5
2
4
»

5. Conclure

Remarque 8 Les calculs précédents s’étendent naturellement aux récurrences
d’ordre supérieur, le vecteur colonne X, aura simplement une taille plus grande
que 2.

* % % Fin du chapitre x xx
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n EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire

1. Savoir calculer avec les matrices (sommes, produits, transposés) ................ O
2. Connaitre définition et propriétés des matrices inversibles...................... (]
3. Savoir déterminer la puissance 7*™® d’une matrice :
® par récurrence, en conjecturant I'expression générale........................ (I
® par laformule du bindme de NEWTON ...t O
® par diagonalisation, lorsque celle-ciestdonnée ............................. O

m Généralités & opérations sur les matrices

Exercice1 | €8 solution On considére les matrices suivantes :

2 1 021 2 -10 X
A=|0 2] B:(2 ) 1), C=|0 2 0f X=|y|lemMms,(R).
-10 -1 0 2 z

Calculer, lorsque cela est possible, A+ B, AB, BA, A%, AC,B"A", CA, C?, (C-21,)%, XB
etB'X.

Exercice 2 | %3 Solution Soit n € N* et A = (a;;)1<;j<n € M, (R). Représenter la
matrice A dans les cas suivants :

1 V(l,])E{l,n}z, aij:max(i)j)y
2. V(i,j)e{l,...n}>, a;=1si i<j, a;=0sinon,
3. V(i,j))e{l,..n?, a;=|i—j|

On pourra, en cas de besoin, commencer par se placer dans le cas particulier n =2 ou
3

—%® Dans chaque cas, écrire une fonction d’en-téte creer matrice(n) qui re-

tourne un tableau numpy de format n x n correspondant a la matrice. Les faire affi-
cher pour n = 4.

m Puissances de matrice carrée

Exercice 3 | 8  Solution Soient les deux matrices suivantes :
013 213
B=]00 2], C=|0 2 2].
000 002

1. Calculer B®. La matrice B est-elle inversible?
2. Calculer les puissances n-iémes de C.

Exercice 4 | € Puissance et application a un systéme de suites récurrentes Solu-

2 =21
tion On considere la matrice N=| 2 -3 2|.
-1 2 0

1. Calculer N?. Donner une relation entre N?, N et I;. N est-elle inversible? Si oui,
donner son inverse.
2. Montrer qu’il existe deux suites (u,,) et (v,) telles que
VneN, N'=u,N+y,lL
3. En déduire u,, et v, en fonction de n. Puis donner I'expression de N” pour tout
neN.
4. [Application] Soient (x,),cny (Vn)nen €t (2,) e trois suites de réels telles que
Xg=)o=1letzy=0etpourtoutneNN,
Xn+1 = 2xn - zyn +z,
Yner = an - 3yn + 2Zn
Zp+1 = _xn+2yn'
Calculer x,, y, et z,, en fonction de n.

Exercice 5 | € Puissance et relation de récurrence solution Soit A =
1 -1 -1
-1 1 -1].
-1 -1 1
1. Soit n € N. Montrer que A” estdelaforme: A"=1|b, a, b,
b, b, a,

2. Déterminer a,, et b, en fonction de n € N.

Exercice 6 | € Puissance et relation de récurrence solution On consideére la ma-
trice :

0 1/a 1/a® 1/a®
2
A=|4 0 lalla avec a € R*.

a- a 0 1la

a® a® a 0

1. Calculer A% et montrer que A? est combinaison linéaire de A et .
2. En déduire que A est inversible et calculer A™!.
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3. Montrer qu'il existe pour tout n € N, a,,, b, vérifiant A" = a,A + b,15. Que peut-on
dire de la suite (a,, — b,) ?

4. Soit ¢, = (—1)"b,, trouver une relation de récurrence entre c,,, et c,. En déduire
A",

Exercice 7 | @ Puissance et diagonalisation Solution

1. [Généralités] Soit A une matrice carrée diagonalisable, c’'est-a-dire qu'il existe
P une matrice inversible telle que P"'AP = D o1 D est diagonale.

11) Exprimer A en fonction de D.
1.2) Soit n € N. Calculer A" en fonction de P, P! et D".
13) Montrer que A inversible si et seulement si D est inversible et, qu'on a alors:

Al =pPD7 P!,
2. [Application] SoitM = O 1lep=|t 71
. [Application oi =lo _q|etP={; o |

21) Vérifier que P est inversible et calculer P,

2.2) Vérifier que M est diagonalisable et calculer la matrice diagonale associée.
2.3) FEtudier I'inversibilité de M.

2.4) Calculer M” pour tout n € N.

m Inversibilité de matrice carrée

Exercice 8 | €3 Solution On considére les matrices suivantes :
10 01 11
1. Calculer AB et BA. Conclusion?

2. Calculer A? et CB. Les matrices A et B sont-elles inversibles?
3. La matrice C est-elle inversible?

a b
Exercice 9 | €8 solution Soit la matrice M:(c d)'

1. Montrer que M? = (a + d)M - (ad — bc)l,.

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que M soit inversible et
déterminer alors M™!. On posera A = ad — bc.

Exercice 10 | 5 Matrices de rotation solution Soit 2 I'ensemble des matrices qui
cosO —sin 6)

s’écrivent sous la forme My = | .
sin® cos0O

1. Montrer que le produit de deux éléments de % est un élément de %.
2. Montrer que deux matrices de % commutent.

3. Montrer quel, € Z.

4. Montrer que tout élément de £ est inversible et que son inverse est encore dans
R.

Pour toutX € M, ; (R), levecteurMgX correspond a la rotation (a montrer avec un peu
de trigonomeétrie) du vecteur X dangle 0. Ceci permet d’interpréter géométriquement
les résultats précédents.

011
Exercice11 | €  Solution SoitA=1|1 0 1].
110

1. Calculer A? et I'écrire en fonction de A et de L.
2. La matrice A est-elle inversible 2 Si oui, calculer son inverse.

4 -3 6
Exercice12 | €  solution SoitA=|1 0 2
-1 1 -1

1. Calculer (A —1;)%. En déduire que A est inversible et déterminer A™!.
2. Calculer A" pour tout n € N puis pour tout 7 € Z.

Exercice 13 | €% solution Pour chacune des matrices suivantes, étudier si elle est

inversible ou pas et lorsqu’elle est inversible, donner son inverse.

1. Me My (R) vérifiant: M* — 4M? + M - 515 = 0.
2. A€M, (R) telle que A° — A = 05 et telle que A* # 1.

Exercice14 | € solution Soienta, b, ¢, ddesréelsnontousnuls.Onconsideére

g—d cb—b

1 . — a —b —c

lamatrice: M=|“% ¢ 7 29|
(o

1. Calculer le produit matriciel M x M.
2. La matrice M est-elle inversible? Si oui, calculer M.

Divers

Exercice 15 | € Commutant Solution On cherche a déterminer le commutant de
M, (R), c’est-a-dire 'ensemble des matrices A de 91, (R) qui vérifient :

YMeM, (R), AM=MA.
Celarevient a chercher les matrices A qui commutent avec toutes les autres matrices.
Soit A une telle matrice.
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1. Soit D une matrice diagonale d’ordre n d’éléments diagonaux distincts deux a
deux. Expliciter AD et DA et en déduire que A est diagonale.

2. Soit M € M, (R). Expliciter MA et AM et en déduire que tous les coefficients de A
sont égaux.

3. Décrire le commutant de 9, (R).

Exercice 16 | §§ Application matricielle solution Soit f 'application
[R I ms ([R,)

1 0 x
fx—» —xl—x;.
0 0 1

On rappelle que GL;(R) désigne I'ensemble des matrices inversibles de format 3 x
3.

1. Lapplication f est-elle injective?
2. Soit (x,y) € R?. Calculer f(x)f(y) et montrer que f(x)f(y) € f(R).
3. En déduire:

1 0 x\"
31) -x 1 —%2 pour tout x € R, et
0 0 1
1 0 x
32) que|-x 1 —x; est inversible pour tout x € R et donner son inverse. A-t-
0 0 1

on f(R) = GLs(R)?



