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Devoir sur table # 4
13/01/2024 - Durée : 3h00

Consignes.
dants.

Le sujet est constitué de deux pages. Les six exercices sont indépen-

Pour répondre a une question, on pourra toujours utiliser les résultats de questions
précédentes, a condition de clairement l'indiquer.

1l est demandé de soigneusement numéroter les questions et de mettre clairement
les réponses en évidence, par exemple en les [encadrant], en les surlignant ou en les
soulignant. Lors de la correction, il sera fait grand cas de la clarté, de la concision et
de la précision de la rédaction. L'usage de la calculatrice est strictement interdit.

Les abus suivants entrainent la note de en rédaction:

variables non quantifiées (Ce rest pas au correcteur de deviner qui est x ou quiestn!) ,
confusion entre égalité = et équivalence <,
écrire «la fonction f(x) »,

°
°
°
® un exces de phrases sans sens.

Exercice 1 | Calculs d’intégrales. solution On pose

1 1
I= f xe¥dx et J= f x%e* dx.
0 0

1
Calculer I'intégrale : f e* dx.
0

N =

. ATaide d'une premiere intégration par parties, établir que J = e —2I.
. Calculer I al'aide d'une deuxiéme intégration par parties.
. En déduire la valeur de I'intégrale J.

W

Exercice 2 | Equation différentielle linéaire d’ordre 1. <olution
) N 1 T
1. Démontrerque: Vxe R}, arctan(x)+arctan|—|= 7
X

On consideére sur R; 1'équation différentielle :
(E) (1 + x2)y/ —y= (1 + x2)e—arctan(l/x)

2. 21) Résoudre sur R} 'équation homogeéne associée a (E).
2.2) Résoudre finalement (E) sur R}.

Exercice 3 | Calculs d’intégrales, version 2. Solution

sinx

1. Calculer I'intégrale 1 = f i dx al'aide du changement de variable

o l+cos?x
u = cos(x).

2. Soient a et b deux réels tels que a < b.
Soit f : [a, b] — R continue telle que :
b +b
f xf(x)dx = a
a 2

b
f xf(x)dx et commencer par utiliser le changement de variable x =a+b —t)
a

Vx €[a,b], f(a+b-x)=f(x).
b
f f(x)dx. (On pourra partir de lintégrale

Montrer que :

T xsinx

3. Déduire des questions précédentes la valeur de 'intégrale J=

o 1+cos?x
Exercice 4 | Etude d’une suite récurrente. solution On consideére la suite (u,,),,c
Uy =1
VrneN, u,., =2\/u,
1. Montrer que pour toutn €N, u, >0.
2. On définit alors, pour tout n € N, v, =In(u,).

21)

2.2) En déduire les expressions de v, puis de u,, en fonction de n € N.

définie par : {

Montrerque: VneN, v, = > Un +In(2).

Exercice 5 | Dénombrement dans un ascenseur. Solution Soient n et p des entiers
telsquel < p <n.

Limmeuble de la Business Chinese Park Software Tower (BCPST) est une tour de n
étages, heureusement pourvue d'un ascenseur et de son liftier.

Aurez-de-chaussée, p personnes entrent dans la cabine et pressent (sur le tableau de
commande des étages) le bouton de I'étage ol elles veulent se rendre (ce qui allume
le bouton, bien str). Il est possible que plusieurs personnes désirent se rendre au
méme étage. Lorsque 'ascenseur s'arréte a 1'étage k € [1, n], toutes les personnes
ayant appuyé sur le bouton « k » descendent simultanément. L'ascenseur dessert les
étages dans l'ordre croissant (il ne fait que monter).

Le rez-de-chaussée n'est pas considéré comme un étage. Les p personnes sont sup-
posées discernables.

1. 11) Combien y a t-il d’illuminations différentes possibles du tableau de com-
mande au moment du départ si on suppose que toutes les personnes des-
cendent au méme étage?

1.2) Combien y a t-il d’'illuminations différentes possibles du tableau de com-

mande au moment du départ si on suppose qu’il y a exactement deux bou-
tons allumés au départ de 'ascenseur?
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1.3) Combien y a t-il d’illuminations différentes possibles du tableau de com-
mande au moment du départ si on suppose qu’il y a au maximum deux
boutons allumés au départ de 'ascenseur ?

1.4) Montrer que dans le cas général, le nombre d’illuminations différentes du
tableau de commande vaut N, ou N est donné par :

£

Simplifier la valeur de N lorsque p = n.

2. Aumoment du départ, le liftier constate que, parmiles boutons des étages, p sont
allumés. De combien de facons différentes les p personnes peuvent-elles alors
descendre?

3. Méme question si le liftier constate au départ que p — 1 boutons sont allumés.

Exercice 6 | Equation différentielle linéaire d’ordre 3. solution On définit sur R les

fonctions ci-apres :

X

. - . -2
gix—e’r, gix—e

2

“cos(x), g :x— e “Fsin(x).

Et on définit 'ensemble des « combinaisons linéaires de g,, g», g; » comme étant :
& ={Ng + A8+ A3 | (A1, Az A5) € R
Ainsi, si f € &, il existe (A}, Ay, A3) e R® tel que f = A, g +A,8 +Azg;, ausens o :

VxeR, f(x)=A18(x)+A8(x)+As83(x).
On s'intéresse dans cet exercice a la résolution de I'équation différentielle linéaire
d’ordre 3 suivante :

y" +5y"+9y'+5y=0 (H)
et on note . I'ensemble des solutions de (H).

1. 11) Vérifier que g est solution de (H).

1.2) Vérifier que g, estsolution de (H). On admet par la suite que g, est également
solution de (H)

1.3) Justifier 'inclusion: & < .&.

2. Dans cette question, on souhaite démontrer que: & < &. Pour cela, on consi-

dere une fonction f solution de (H).

21) Onpose g = f"+4f' +5f. Montrer que g est solution de I'équation diffé-
rentielle: (H1) y'+y=0.

2.2) Résoudre I'équation différentielle (H1).

2.3) Résoudre I'équation différentielle: (H2) y” +4y'+5y =0. (OnnoteraA et
B les constantes intervenant dans l'ensemble des solutions, en lieu et place de \ et 1)

2.4) Soit A € R. Résoudre I'équation différentielle: (E2) y" +4y'+5y = Ae™™.
Indication : On cherchera une solution particuliere sous la forme x — Ce™*
avec C € R a déterminer.

2.5) Conclure.
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o *
Correction x€R:. O o
M MIA 1) = arctan(1l) + arctan(1) =2-— = —.
Devoir surveillé n° 4 ) ) =273
. .. n N
13/01/2024 - Durée : 3h00 Ainsi, C = f(1) = > D’ou:
. 1 T
Solution (exercice1) Enoncé Vx eR}, arctan(x)+ arctan (;) =3
1 Pa{ calcul direct : 2. 21) Léquation différentielle associée a (E) est
f e“dx =[e*]; , 1
H):y = .
0 O (H):y 1+ xzy
=e —e Les solutions de (H) sont les fonctions y, définies sur R} par
=e—1 ‘yh(x) = Aedrctan(®) ‘, ouA€eR.

2. Les fonctions x — e* et x — x? étant de classe €' sur [0, 1], par intégration 22) Cherchons une solution particuliére de (E) sous la forme

par parties :

1
J = [xzex]é—fo 2xe* dx

arctan(x)

Vpix—A(x)e
La fonction y, est solution de (E) si et seulement si :
(1 + xZ)y’/)(x) _yp(x) — (1 + xZ)e—arctan(I/x)

1
[ X
=e—-2 /0 xe*dx — (1 + x2) ()\/(x)earctan(x) + ﬂearctan(x)) _ )\(x)earctan(x)
=e-2I 1+ x2
-° — (1 + x2)e—arctan(1/x)
3. Lesfonctions x — e* et x — x étant de classe %" sur [0, 1], par intégration par Dt aretano) . .
parties : = (1+x7)N (x)e + A(x)edeantT — ) (x)edreranty
[ x]l 1 *d — (1 + xZ)e—arctan(llx)
I=[xe"],—- f e dx
0 —_
0 DD’aprés la question 1 — M )\/( x)earctan(x) — Me arctan(1/x)
=€e— (e - 1) — )\’(X) — e—(arctan(x)+arctan(1/x))
=1 - >D’aprés la question 1
N — N(x)=e2.

4, Parles calculs précédents: J=e—-2

Ainsi, on peut prendre A(x) = xe”2 et une solution particuliére Y est
définie sur R} par

Yp(x) = xe ze

Solution (exercice2) Enoncé
. . . . . 1 arctan(x)
1. Soit f la fonction définie sur R} par f(x) = arctan(x) + arctan | — |.
X — xe—g+arctan(x)
La fonction f est dérivable sur R} en tant que somme et composée de telles

. —arctan(1/x)
fonctions et :

= Xe .

VXeR, f'(x) = 1 1 Ain si, les solutions de (E) sont les fonctions y définies sur R} par
1+ x2 x2 1+ (;_15)2 ‘y(x) — )\earctan(x) + xe—arctan(l/x), ou e R|
111
T1+x2 x2 1+ # Solution (exercice3) Enoncé
1 1 1. Posons u = cos(x), de sorte que du = -sin(x)dx. De plus,
T Yix2 A1 {sz:u:I
=0. X=m—= u=-1.

Ainsi, f est constante sur R} : il existe C € R de sorte que f(x) = C pour tout La fonction x — cos(x) étant de classe € sur [0, 7], par changement de va-
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. Soit f:1x —

riables :

T sinx -1 —du

[

o 1+cos?x 1 1+u?
_fl du
)1+ w?

= [arctan(u)]},

>Changemem de sens des bornes

= arctan(1) — arctan(—1)

23

T

2

. On proceéde par changement de variable. Posons x = a+b—t. Alorsdx = —dt.

Six=a,alorst =betsix=b,alorst = a.Lafonctiont — a+b —t est €"
sur [a, b]. Donc par changement de variables :

fbxf(x) dx:j:(a+b— 1) fa+b—1)(~dr)

=f@® >Inversion du sens des bornes

- /b(a+b—t)f(t) dt
= (a+b)fbf(x) dx—fbxf(x)dx,

b b
Ainsi : 2[ xf(x) dx:(a+b)f f(x)dx, donc:

>Linéarité, et variable muette

a+b
2

fabxf(x)dx: fabf(x)dx

sinx
1+cos?x i
et composée de telles fonctions. De plus, pour tout x € [0, 7],
sin(m — x) sinx

fO+m—x)= = = f(x).

" 1+4cos?(n—x) 1+ (—cosx)?

. La fonction f est continue sur [0, 1] comme quotient

Avec ce qui précede :

n xsinx 0+m [ sinx 2
J= —zdxz 5 dx =|—
o 1+ cos“x 2 o 1+cos“x 4
T[( )
=— (Question 1
2

Solution (exercice 4) Enoncé
1. Posons, pourtout n €N, Z(n): u, > 0.

Initialisation. On a 1, =1 > 0 donc £?(0) est vraie.

Hérédite. Supposons & (n) vraie pour n fixé dans N, de sorte que u,, > 0.

Par stricte croissance de x — \/x surR,, il vient \/u,, > v0etdonc Uy > 0.
Ainsi, 22(n + 1) est vraie.
Par le principe de récurrence: |[VneN, u, >0|.

. 21) SoitneN.Ona:

1 1
Vpe1 =In(u,,) = ln(2 un) =1In(2) + Eln(un) = EU” +1In(2).

1 .
Donc : |VneN, 1/,,+1=Evn+ln(2). La suite (v,),y est donc

arithmético-géométrique.
2.2) Oncommence par chercher ¢ € R tel que :
1
= 5€+ln(2) <~ ¢ =2In(2).

Posons alors, pour tout n € N, w, = v, —2In(2).
Soitn € N. On a

Wpi1 = Unir —ZID(Z)

1
=3 v, +1n(2) - 2In(2)

1

= Evn—ln(Z)
1

= > (1, -2In(2))
1

= Ewn

1
La suite (w,) est alors géométrique de raison > et de premier terme
wy =15 —2In(2) = In(uy) — 2In(2) = In(1) — 2In(2) = -2In(2).
1\» 1\~

Dou: w,=-2In(2) (5) , puis: v,=2In(2)-2In(2) (E) .
Sachant que v, =In(u,),ona: u,=e"".Dou:
", = ezln(z)—zlna)(%)"

= n@[1-(2)’]

_ ey
On obtient donc finalement :

vnen, |u,=4"0"]

Solution (exercice5) Enoncé
1. 11) [Ily en a autant que d’étages, C'est-a-dire n|

1.2) Ilyen aautant que de parties a deux éléments dans I'ensemble [1, n],
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n
c’est-a-dire ( )
2

1.3) Ilya soit un bouton d’allumé, soit deux. Par somme des deux résultats
précédents (les cas étant disjoints),

Ilyenan+ "
y 2

14) On dénombre les illuminations de la maniére suivante : il y a celles qui
comportent 1 bouton allumé, 2 boutons allumés, ..., jusqu’a p boutons
allumés (car il y a p personnes).

On note A, le nombre d’illuminations qui comportent exactement k
boutons allumés. Choisir une telle illumination revient a choisir k élé-
ments distincts dans [1, n] (I'ordre n’ayant pas d’importance), et donc

n
A= ( ) Le nombre total d’illuminations possibles est donc

14 P (n
Ay A+ +A, =) A=)
k=1 i=1\k

Lorsque p = n,on a,
" (n n
N = -
£l
" (n
k=o\k
=(1+1)"-1
2" -1
2. Leliftier constate que p boutons sont allumés : ces p boutons sont donc fixés.
Ce qui peut varier est 'ordre dans lequel les personnes descendent. Choi-
sir un ordre de descente revient a choisir une permutation de p éléments.
Comme il y a p! permutations de p éléments,

0

-k _q
0 >D’aprés la formule du binéme de NEWTON
n

Il
I +

Les personnes peuvent alors descendre de p! facons différentes

3. p — 1 boutons sont allumés si et seulement si les p personnes descendent
toutes a des étages différents, sauf deux qui descendent au méme étage. Ef-
fectuer une descente revient donc a
® choisir les deux personnes qui vont descendre au méme étage : cela nous

p

donne ) possibilités,

® et choisir'étage auquel elles descendent : cela nous laisse p — 1 possibi-
lités,

® et choisir un ordre de descente pour les p —2 personnes restantes parmi
les p — 2 étages restants : cela nous laisse (p — 2)! possibilités.

D’ol1 un total de (129) x(p-1)x(p-2)= (’29) x (p —1)! possibilités.

Les personnes peuvent alors descendre de (Z) x (p —1)! possibilités

Solution (exercice 6) Enoncé

1. 13)

1.2)

1.3)

La fonction g; : x — e™* est trois dérivable sur R.
Pour tout réel x, on a:
g(x)=-e* g'(x)=e
Ainsi, pour tout réel x :
g"(x)+5g/(x)+9g/(x)+5g (x)=—€e*+5e™*—9e " +5e7*
=0.

et g'(x)=-e".

Donc: ‘ g, est solution de (H)‘
La fonction g, : x — e 2% cos(x) est trois fois dérivable sur R en tant
que produit de telles fonctions. Pour tout réel x, on a:

g (x) = —2e % cos(x) —e™?

*sin(x),

2 2 2

g (x) = 4e"** cos(x) +2e”
=3e **cos(x) + 4e”

*sin(x) +2e™“*sin(x) — e ¥ cos(x)

2¥sin(x),

2 2 2

g/ (x) = —6e * cos(x) —3e~
= —2e " cos(x) — 11e ** sin(x).
Ainsi, pour tout réel x,on a:
&' (x) +5g, (x) +98,(x) +58(x)
= —2e * cos(x) — 11e **sin(x) + 5[3e > cos(x) + 4e

*sin(x) —8e™“*sin(x) + 4e7“* cos(x)

“2*sin(x)]

+9[—2e * cos(x) — e ** sin(x)] + 567> cos(x)
=e 2 cos(x)(—2+15-18+5) + e > sin(x)(-11+20-9)
=0.

Donc: ‘gz est solution de (H)‘

Puisque g;, g, et g sont solutions de la méme équation différentielle
homogene linéaire (H), on a:

n

g +5g +9g +58 =0,

n

g +58 +9g, +58 =0,

n

g +5g; +9g; +58; =0.
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2. 21)

22)

2.3)

2.4)

Soit f € &. Il existe (A1, A5, A3) € R® tel que :
Ainsi :
" +5f"+9f +5f
= (M8 + A +A383)" +5(A 181 + Ao + A383)"
+9(A18 + A28 +A383) +5 (A8 + A8 +A383) QPar linéarité de la

=g+ A8 +As38;.

" " " dérivation

= Mg+ A28 +As8s" +5M181 + 5028 +5ha83
+9A18] +9A28, + N385 + 5A1 81 +5A28, +5A38;

=\ (gl’” +5g, +9g, + 5g1) + Ay (gz’” +5g, +9g, +5g2)

=0 =0

+ A (g3’” +5g; +9g; + 5g3)
=0

=)\1X0+A2X0+A3X0

=0.
Donc f est solution de (H), ce qui s’écrit: f € .
Ainsi: Vfeé&, fe. S Cequisécritencore: [§c.¥].
Ona:g=f"+4f"+5f, donc: g =f"+4f"+5f" Alors:
g +g=f"+4af"+5f" +f"+4f" +5f
=f"+5f"+9f +5f Q

car f est solution de (H).

=0.
Ainsi : ‘g est solutionde (H1): y' +y = 0‘
Ona: (H1):y =-y.

D’apres le cours, les solutions de (H1) sont les fonctions g, définies sur

Rpar g (x)=Ae™, ouAeR.

Léquation caractéristique associée a (H2) est 72 + 4r +5 = 0. Le dis-

criminant associé vaut A = —4. Ayant A < 0, ’équation caractéristique

possede deux solutions complexes conjuguées qui sont, apres calculs :

Zy=—2—-1 et z,=-241.

Les solutions de (H2) sont donc les fonctions y;, définies sur R par
‘yh(x) = (Acos(x)+Bsin(x))e™*, ou(A,B)e R2|

On cherche une solution particuliere de (E2) sous la forme

yp:x—Ce™, avecCeR.

2.5)

Ona
¥, solution de (E3) < y,,(x) +4y,(x) +5y,(x) = Ae™™
< Ce*—4Ce™*+5Ce*=Ae™* er:

< C—-4C+5C=A VxeR,e *#0
<~ 2C=A
<~ C:A.

2

A
Une solution particuliere est donc définie sur R par y,(x) = ~e™™.

L’équation homogene associée a (E2) étant (H2), les solutions de (E2)
sont donc les fonctions y définies sur R par

A
y(x) = (Acos(x) +Bsin(x))e > + Ee‘x, ol1 (A, B) € R?

Reprenons le tout. D’apres ce qui précede, si f € &, c’est-a-dire si f est
solution de (H), alors
f"+4f" +5f =g,
ol g est solution de I'équation différentielle (H1) : y'+y = 0, ce qui
implique qu’il existe A € R tel que g(x) = Ae™  pour tout x € R.
Ainsi, il existe A € R de sorte que f vérifie I'équation différentielle
(E2): f"+4f"+5f =Ae™™.
D’apres la question 2.4), il existe alors deux réels A et B tels que :

A
VxeR, f(x)=(Acos(x)+Bsin(x))e > + Ee‘x.
Ainsi, il existe (A, A, B) € R3 tel que pour tout réel x,

A
f(x) == e* +A cos(x)e?* +B sin(x)e 2%,
=g1(x)

=82(x) =g3(x)
ce qui revient a dire que f est une combinaison linéaire de g;,8,,8;

donc f € & Onadonc:[# c &l

Par double inclusion: | =&



