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Chapitre #

Primitives & Calcul intégral

(AN) 2

n CALCULS DE PRIMITIVES

Calculs de primitives............ Résumé & Plan

Intégrale sur un segment....... Le but de ce chapitre est de rappe-

Techniques de calculs d'inté- ler la notion de primitive vue en Ter-

grales......ooevvveeenenanannnnn. minale, en vue d'obtenir un calcul n Généralités
4 EXEICICES «.uvvrrennnnnenannnenns BIERGHESICRTTS e S SRR e Trle s

thodes de calcul d’intégrales (inté-
gration par parties, changement de

variables) seront vues en complé- Définition 1| Primitives
ment etc. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. On appelle primitive

de f sur I toute fonction F : 1 — R dérivable telle que F' = f.

Dapres un théoreme de
L1ouViLLE, la fonction
x—e™* ne possede pas de
primitive qui puisse
Sexprimer a laide des
fonctions usuelles (In, exp,
cos, sin etc.).

Une primitive réalise I'opération inverse de la dérivation : on part d'une fonction, et
— Le saviez-vous? on cherche a savoir si elle s’écrit sous forme d'une dérivée.

Exemple 1 (Des exemples de primitives)

1
® F:x—e"—In(x) estuneprimitivede f:x—e*—— surRj.
x? x? )
° Gl:x—>? et Gzzx—>?—6 sont des primitives de g:x — x surR.

Lexemple précédent suggere que si une fonction f posséde une primitive sur un
® Lesénoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un . 1n‘Eervalle, I, alors f possede une 1’nﬁn1te de primitives (d?ﬁmes «a gpe constante
® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront | PT€S »). C’est ce que nous allons démontrer dans la prochaine proposition.

indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme

un exercice important. Proposition 1| Ensemble des primitives

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle . SiF : I — R est une
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n'en par- primitive de f sur I'intervalle I, alors les primitives de f sur I sont les fonctions
lerons pas en cours. delaformeF+c,ouceR.
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Yy Méthode Justifier l'existence d’une primitive
On retiendra notamment que si f admet 0

une primitive, alors elle en admet méme
une infinité : puisque si F est une pri-
mitive, toutes les fonctions F + ¢ avec ¢
une constante en sont aussi. Il n'est donc
pas question de parler de la primitive de

11 suffit de montrer la continuité de la fonction, le plus souvent en utilisant des
théoremes d’'opérations élémentaires sur les fonctions continues.

Remarque 1 Ainsi, pour justifier 'existence d'une primitive d’'une fonction sur
un intervalle, il suffit parfois d’'invoquer la continuité de la fonction. Attention,
PN . R ce n'est pas parce qu'une fonction admet des primitives qu’elles s'expriment ex-
f-Nous admettonsle théoreme ci-apres, . pasp 9 . g2 P . 4 P
difficile 4 démontrer plicitement. Par exemplelafonction t — e™" estcontinue sur Rdonc admet une
> ' primitive sur tout intervalle I. Néanmoins, il a été démontré que cette primitive
n'est pas exprimable a I'aide des fonctions usuelles (puissances, exponentielle,
logarithme, trigonométriques, ...).

Preuve

Enfin, la propriété de linéarité de la dérivation se transmet alors automatiquement
aux primitives.

Proposition 2 | Linéarité de la primitivation
Soient f : 1 — R ,g : I — R deux fonctions, F une primitive de f et G une

primitive de g. Alors : pour tout (A, p) € R?, AF + uG est une primitive de A f + ug.

Preuve

Exemple 2 Pour chaque entier i, déterminer I'expression d'une primitive F; de
f; sur un intervalle I; a préciser.

N — N — 2 —
Theoréme 1| Existence de primitives pour les fonctions continues 1 fAcx 2x 2. fprx XT=3x+1

Soit f :1— R une fonction continue sur un intervalle I. Alors : 7 7
® f posséde une primitive sur I.
® [Unicité si une valeur est fixée] Pour tout x, € I et y, € R, il existe une

unique primitive F telle que F(x,) = y,.

1
: : - : : 3. fix—e’ b fyix 3
Graphiquement, parmi toutes les primitives de f, il n’en existe qu'une seule F dont la ’ 1+x
courbe représentative 6 passe par le point (x, ¥,)- 2 e
Preuve
5. f;:x—cosx 6. fg:x—sinx
e e
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7. fix—e™* 8. f;:x— sin(3x)
e e

Exemple 3 Pour x > 0, on pose F(x) = xIn(x) — x. Montrer que F est dérivable
sur R}, et calculer la dérivée. Que remarque-t-on?

4

m Primitives de fonctions usuelles

Dansles tableaux suivants, pour chaque fonction f définie sur un intervalle I précisé,
on donne une primitive F. Les primitives suivantes doivent étre connues par cceur,
ou a minima étre retrouvées rapidement.

Condition
x
x" ! Rsin=0 nezZ\{-1}
n+ R} ouR*sin<0
a+1
@ al 10, +o0| a#-1
a+1
1
— In|x| R ouR*
X
1
In|x—al R~ {a} acR
x—a
ax
e* £ R aeR*
a
—cos(ax
sin(ax) # R a€R*
a
sin(ax
cos(ax) # R a€eR”
a
! Arctan(x) R
— rctan(x
1+ x?

ATaide des formules du tableau et de la dérivation d’'une composée, on peut calculer

! !

une primitive de u'u", —, —, u' cosu, u'sinu, u'e" etc. lorsque u est dérivable (sous
u’ u

réserve de la bonne définition de la composée). Voir le tableau ci-apres.

_ 1
u? u
u' x exp(u) exp(u)
ul
— In(|ul)
u
u' x cos(u) sin(u)
u' x sin(u) —cos(u)
v ' (1+tan®(u)) tan(u)
cos?(u)
ul
T+ 12 arctan(u)

Exemple 4 Pour chaque entier i, déterminer 'expression d’'une primitive F; de

fi sur l'intervalle I;, avec :

1. fl(x)=2x, Il =R

3. fi(x)=tan(x), I3j= I—E, I

2. fx)=v2x+1, L= ]_%,Jroo[

4. fi(x)= éln(x), I, =]0,+oo[




PRIMITIVES VIA LINEARISATION Décrivons méthode usuelle concernant les fonctions muette.
trigonométriques.

0 Méthode Calcul d’'une primitive avec des fonctions trigonométriques

1. Commencer par linéariser 'expression, a I'aide de nombres complexes si be-
soin. Preuve
2. Primitiver avec les formules usuelles.

BCPST1 (€9 2023-2024

Exemple 5 Déterminer, sur un ensemble a préciser, une primitive de x —
3
cos” x.

n INTEGRALE SUR UN SEGMENT

m Primitive et intégrale sur un segment Exemple 6 Calculer les intégrales ci-apres.

1 Ilzfl(—4x3+x2—l)dx
0

Nous allons introduire une notation qui sera étudiée plus en détail plus tard dans
I'année (au second semestre). Nous ne motivons pas encore outre mesure son intro- »’
duction, pour I'instant il faudra juste comprendre son utilité pour le calcul de primi-

tives.

<

Cadre

Dans toute cette sous-section, la notation [a, b] désignera toujours un seg-
ment, avec a, b € R.

— Définition/Proposition 1| Intégrale d'une fonction continue sur un segment —
Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b]. On appelle intégralede f sur

bf ( ou encore fbf(x)dx, f[ b]f(x)dx) défini

le segment [a, b] le réel noté f

. a 2 dx
par: b 2 2= 1 2x—1
dx = [F(x)]° = F(b)-F(a),
[, rdx = [FLL = F) - F@) 2

(ou F désigne une primitive de f).

b
On appelle intégrande de f f lafonction f.

a

Remarque 2
® Sia = b, alors avec les notations de la définition précédente, on a:

[[1 =112 =F@) -F@) =0

® Lavariable utilisée dans I'intégrale est, comme dans les sommes et produits,

EG/ Lycée Camille GUERIN - Poitiers
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1 2
3. 13 = f te dt
0

4, 1,= fi cos®(t)dt
0

5 I;= fi cos(t)sin(z)dt
0

L= [ g
6. = t
6 f tIn(t)

7

PROPRIETES CALCULATOIRES DE L'INTEGRALE. Lidée est ici seulement d’établir les pro-
priétés qui vont nous servir pour le calcul de primitives. Nous viendrons compléter
cette liste plus tard, dans le chapitre du second semestre dédié aux compléments sur
I'intégration.
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— Proposition 3 | Propriétés de I'intégrale.

Soient I un intervalle et (a, b) € I?. Alors :
1. [Linéarité] Pour tout (f,g) € (€¢°(I,R))* et (\,n) eR?* ona:

Lb(kf+ug):ALbf+ung-

2. [Relation de CHASLES] Soient f € €°(I,R) et c € I. Alors :

[r=["s+[r.

3. [Ordre des bornes] Sif € €°(I,R), alors :

[

Preuve

La relation de CHASLES permet de calculer notamment des intégrales dont l'inté-
grande est définie par morceaux, voyons un exemple avec la valeur absolue.

I
2

Exemple 7 Calculerf |sin (x)|dx.

[NE]

4

Citons également deux propriétés parfois utiles dans les calculs, qui concernent le
crochet.

— Proposition 4 | Propriétés du crochet
Soient I un intervalle et (a, b) € I2.
1. [Linéarité] Soient F,G:1— R deux fonctions, et (A, ) € R, ona:
[AF +uGl) = A[F]; +u[G]S.
2. [Ordre des bornes] SiF:I— R est une fonction, alors:
[E]; =~ [E].

Preuve

LIEN ENTRE PRIMITIVE ET INTEGRALE. Par définition de I'intégrale, il est nécessaire de
connaitre une primitive pour la calculer, il existe donc un fort lien entre les deux
notions. Voyons lequel.
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— Théoréme 2 | Relation fondamentale de I'analyse
SoientIunintervalle, a e I et f : I — R une fonction continue. Alors la fonction:

I — R
X — fxf(t)dt

est Punique primitive de f sur I qui s’annule en g, elle est de classe €". Par
conséquent, si f est de classe € sur], elle est égale a I'intégrale de sa dérivée :

vxel, f(x)-f(a)= f:f'(t)dt.

F:

Cette égalité est appelée assez pompeusement «relation fondamentale de I'analyse ».
Pour notre définition de I'intégrale, elle est évidente. Mais pour d’autres définitions,
il faut travailler un peu pour I’établir.

Preuve

Méthode Primitiver une fonction en utilisant une intégrale

)

Lorsque vous avez besoin d'une technique d’intégration (intégration par parties
ou changement de variable par exemple) pour primitiver une fonction f : T —

X
R continue sur I, choisir a € I, puis calculer f f pour tout x € I. Sila fonction f

a
n'est pas définie en un point, on prendre garde a bien effectuer ces calculs pour
les x o1 c’est possible.

Exemple 8 Donner la primitive sur R qui s’annule en 0 de x — 2”*.

4

Remarque 3 FEcrire une fonction comme intégrale de sa dérivée peut donner
de précieux renseignements sur f si on en connait certains sur f’. Nous verrons
cela plus en détails dans le chapitre de complément sur I'intégration.

n TECHNIQUES DE CALCULS D'INTEGRALES

Nous avons vu précédemment que calculer une primitive revient a un calcul d’inté-
grale. Pour ces dernieres nous disposons de deux techniques principales de calcul :
I'intégration par parties et le changement de variable. Ces techniques doivent étre
envisagées naturellement lorsque I'intégrande ne se primitive pas de maniére évi-
dente.

m Intégration par parties

La formule d’intégration par aprties sert des que I'on souhaite intégrer un produit
dont I'un des termes devient plus simple en le dérivant.

Théoréme 1| Intégration par parties
Soient u et v deux fonctions de classe €' sur un intervalle [a, b]. Alors :

b b
fu’(t)y(t)dt:[u(t)u(t)]g—f u(t)v'(1)dt.

a

b
On utilise une intégration par parties dés que f
a

u(t)v'(t)dr est plus simple a calcu-

b
ler que f u'(t)v(tr)dt : on ne s'occupe pas trop du crochet, puisque c’est un terme
a

qui se calculera de toute facon.

Attention

Pour la premiere intégration par parties sur une copie, on n'oublie pas de préci-
ser que u et v sont de classe €' (afin de prouver que 'on connait bien les hypo-
théses du théoréme).

Preuve
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#)

Méthode Quand utiliser Uintégration par parties?

La formule d’intégration par parties permet de résoudre essentiellement deux
types de problémes :

1

2.

calculer la valeur d’'une intégrale lorsqu'une primitive ne « saute pas» aux
yeux.
déterminer des relations de récurrence entre intégrales dépendantes d’'un en-
tier n.

b
Quand on veut calculer f f(x)dx en ayant recours a une intégration par par-

a
ties, on est amené a suivre la démarche suivante :

On écrit f comme un produit de deux fonctions f = gh.

On doit alors choisir laquelle on « primitivera » (c’est-a-dire laquelle on écrira
sous la forme /', avec u a déterminer) et laquelle on dérivera, le produit s’écrit
alors f=gh=1u'v.

Quelle est la fonction que 'on a intérét a dériver?

Si on ne sait pas primitiver 'une des deux, le choix est vite fait ...

On a tres envie de dériver In (et encore plus arctan), les dérivées étant plus
simples. On a plut6t envie de dériver un polynome (la dérivée est plus simple
puisque le degré est alors abaissé), cela nous est égal de dériver ou de primi-
tiver exp, sin et cos.

Ainsi, pour un « polynéme » x exp, on dérivera le polynéme et on primitivera
exp alors que pour un « polyndome » x In, on dérivera In et on primitivera le
polyndme.

Parfois on forcera I'apparition d'un produit dans I'expression de f en écrivant
queu =letv=Ff.

Parfois, on effectuera plusieurs IPP successives par exemple pour calculer
= f ey

Pouroune intégrale du type exp x cos (ou exp x sin), on effectuera deux IPP
successives pour retomber sur cos (si on dérive 1'une des fonctions, on conti-

nue a la dériver a la deuxieme IPP, sinon, on «revient en arriére »). On ob-

tient eclllors une relation du type I = a + bl (avec b # 1) et donc (1 - b)I = a et
I = m

Parfois on obtient avec une IPP I = I. Ce n'est pas faux, mais inutile... Par
contre, avec I = a + bl (autrement dit : on voit réapparaitre l'intégrale I) et

b + 1 on pourra conclure (cf. plus haut).

Exemple 9 Calculer les intégrales suivante.

1
1 / tetdt
0

« Echec » p’

« Réussite» p®

2. fe t2In(t)dz.

1

4
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1
3. f Arctan(t).
0

4, fi e*cos(4x)dx
0

R4

m Changement de variable

CHANGEMENT DE VARIABLE. Voici a présent une technique ressemblant assez for-
tement a celle de changement d’indice vue pour les sommes et produits. Autant
nous étions assez contraints pour les changements d’indices (seuls quelques chan-
gements étaient autorisés), autant pour les intégrales la plupart des fonctions €'
conviendront. Voici la formule.

— Théoréme 2 | Formule du changement de variable
Soient f : I — R une fonction définie et continue sur un intervalle I, et ¢ :

[a,b] — 1 une fonction de classe €' appelée fonction de changement de va-
riable. Alors :

" rwd= [ fleenar.

@(a)

«On pose x = @(t)»
Contrairement aux changements d’indices dans les sommes, on vous donnera tou-
jours le changement de variable a réaliser. En revanche, vous devez savoir le mettre
en place, et le justifier.

Attention

Tout changement de variable doit étre justifié, en rappelant convenablement les
hypotheses.

Preuve



Dans la pratique, on réalise assez peu souvent un changement de variable en es-
sayant de « coller » a cette formule. On utilise plutot les calculs formels ci-apres, qui
correspondent a la formule de changement de variable.

Dans la pratique, on retiendra seulement les deux méthodes qui suivent, ainsi que

I'hypothése importante de la formule : le caractére €. )

Exemple 11 Calculer I, = f V1-x?dx enposantx = sin(t).
0

Méthode Changement implicite - Ancienne variable en fonction de la nouvelle . ) ) ]
0 Remarquons qu’ici, on exprime l'ancienne variable en fonction de la nouvelle.

b
Pour répondre a une question de type « Calculer f f(¢)dt alaide du change- 7
a

ment de variable ¢t = @(u) », il faut :

1. Différencier I'expression: dr = ¢'(u)du.

2. Changer les bornes de I'intégrale c’est-a-dire trouver deux réels a’ et b’ tels
que a = ¢(a')etb = ¢ (b') (les nouvelles bornes de I'intégrale sont alors a’ et
b").

3. Vérifier que @ est de classe €' sur le segment d’extrémités a’ et b’ (c’est la
fonction qui définit le changement de variables qui doit étre de classe €'
sur son domaine de définition).

4. «Remplacer » les ¢ par des ¢(u) dans l'intégrale. Effectuer le changement de
variables : la nouvelle intégrale est normalement plus simple a calculer!

e dx
Exemple 10 Calculer I, = f —————, enposantx = e’
1 x+x(Inx)?
Remarquons qu'ici, on exprime l'ancienne variable en fonction de la nouvelle.
¢
»'

Q Méthode Changement explicite - Nouvelle variable en fonction de l'ancienne

b
Pour répondre a une question de type « Calculer f f(tr)dt al'aide du change-
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Qment de variable u = @(t) », il faut:

1. Différencier : du = ¢'(¢)dt. Repérer ¢'(¢)dt dans l'intégrale, sinon, faire
apparaitre ce terme « de force ».

2. Calculer les nouvelles bornes de I'intégrale ¢(a) et @(b).

3. Vérifier que @ est de classe 6" sur [a, b] (c’est la fonction qui définit le chan-
gement de variables qui doit étre de classe €' sur son domaine de défini-
tion).

4. «Repérer»des @(t), aremplacer par des u dans l'intégrale. Effectuer le chan-
gement de variable : la nouvelle intégrale est souvent plus simple a calculer!

e n sin(t)
Exemple 12 Calculer I'intégralel, = | ——————dt¢ en posant x = cos(t).
o 1+ cos?(t)
Remarquons qu'ici, on exprime la nouvelle variable en fonction de lancienne.
4
»'

m Complément : primitives de fractions rationnelles [H.P]

a Méthode Primitives de fractions rationnelles
1

. ) i ax?>+bx+c
ou a, b et c sont des constantes réelles et a # 0. Il suffit de discuter selon la valeur

du discriminant A :

1. si A > 0, alors on factorise le dénominateur pour se ramener a x —
1

- -p) Sommess
serez toujours guidés a cette étape dans les exercices) qui se primitivent avec un loga-
rithme.

On sait déterminer une primitive des fonctions de la forme x —

, puis on écrit la fraction comme somme de deux autres (vous

1
(x —a)?’
dr enposantx=1+e’. 3. si A < 0, alors on met le dénominateur sous forme canonique et on se ra-
mene a un calcul de primitive a ’aide de la fonction arctan.

2. SiA =0, alors on factorise le dénominateur pour se ramener a x —

1In(1+e€’
Exemple 13 Calculer I'intégrale I5 = ¥

o l+et
Remarquons qu'ici, on exprime la nouvelle variable en fonction de l'ancienne.

4

Remarque &4 Pour le cas A > 0, la décomposition de la fraction sera toujours
rappelée.
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Exemple 14 Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur un domaine
a préciser.

1
[ ] X —
! 2x2+x -1
9’
o 1
X— —
§ 4x2 —4x+1
9’

® hix—

x2+x+1
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EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire

Exercice 2 | €3 Primitives avec arctan Solution Calculer les primitives des fonctions

suivantes en indiquant 'ensemble de validité :

1. Connaitre la définition de I'intégrale de fonctions continues sur un segment
2. Concernant les primitives :
® connaitre les primitivesusuelles............ ... i O
® savoir déterminer des primitives dans les cas de dérivation classique ......... O
® connaitre les opérations sur les primitives. ..., O
3. Connaitre les différentes propriétés de I'intégrale :
® linéarité del'intégrale, ........ ... O
® relation de CHASLES. ..o .vtutttt ittt aeas O
4. Concernant les méthodes de calcul d’intégrales :
® |'intégration Par PATtIeS ... ....cvuttnti i O
® Jechangementdevariable........... ... i O

Calculs de primitives et d’intégrales

Exercice 1 | R Primitives par calcul direct solution Calculer les primitives des
fonctions suivantes en indiquant I'ensemble de validité :

1. x — cos(3x) 2. x— cos’(x)
sin(x
3. x— cos(x)sin?(x) 4, sin(x)
cos? (x)
1
5. x—tan(x) 6. x— ——
xIn(x)
X 1
7 X— — 8. —
x2+1 e*+1
1 x+1
9. XxX— — 10. —_——
x—1 x2+2x-3
5x—12 . 2
. x— G-4) Indication : On commencera par chercher (a,b) € R® tels que
x(x— -
5x—-12 a

=—+ ) pour tout x dans un ensemble a préciser
x -—

1 1
LT a3 S ST
3 e’ s co.s(x)
1+e2% 1+ sin? (x)
X — 1 6. x— e
(1+x)y/x V4-—e*

Exercice 3 | 85 Calculs d’intégrales a 'aide d’une primitive. solution Calculer les
intégrales suivantes :

3 1 3 1
1 f—dx 2, [—dx
2 1—x > (1—x)?
2]
3. fn|cos(x)|dx 4. fﬂdx
0 1 X
1. 4 3
5. ftzzt de 6. fmax(z,x)dx
0 -1
1 42
7 f al dx
o 1+x

Exercice 4 | 3 Intégrales avec intégration par parties Solution Calculer les inté-

grales suivantes :
! 2
2. f xe”*dx
0

t
4, f x"In(x)dx,neN, >0
1

1 fnxcos(x)dx
0

1
3. f x(1-x)"dx,neN
0

Exercice 5 | €% Primitives avec intégration par parties solution Calculer les primi-
tives des fonctions suivantes en indiquant I'ensemble de validité :

1. x— x3cos(6x) 2. x— xcos’(x)

2
3. x—x%™" 4, x— x’e™*
Exercice 6 | §g Intégrales par changement de variable solution Calculer les inté-
grales suivantes par changement de variable :

1 f%(tan (x)+tan®(x))dx (u=tanx)
0 t

1 e
2. Calculer f Trot dr al’aide du changement de variable x = e’.
0 e
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elnx 1
3. Calculer f — dx en commengant par poser x = n
1 X

1 dx
4, Calculer f ——=; Indication: Poser x =tant
o (1+x2)
X n/2 /2 . . .
5. Soit n € N. Montrer que : f (cosx)"dx = f (sinx)"dx Indication: on
0 0
U
pourra utiliser que pour tout nombre réel x, cos (E - t) =sin(t)

. ) 1 [(x t?
Exercice7 | €% Un calcul de limite solution Calculer: lim — dr.
x—1x—1J1 1+1¢2

Exercice 8 | % Primitive par changement de variable solution A l'aide du chan-
gement de variable indiqué entre parenthéses, calculer une primitive des fonctions
d’une variable réelle suivantes.

1
— = 2 — =
1. x T (u=1t°) 2. X 2+ﬁ (u 2+\/;)
3. x—e*sin(e’) (u=¢) 6 x—YE (u=1)
1+x
5. x—»% (u =tan(r)) 6. x_)—.sin(x) (u =+/sin (1))
cos?*(x) cos(x)
1 t
7 X'-’m (u:e)

Exercice 9 | %5 Intégrales de fractions rationnelles (1) solution Calculer les inté-
grales suivantes :

1 2x+1 3 x+3
1 f ——dx 2. f —dx
0 X2+x+1 2 x2—1
In2 e2x 1 X
3. f —————— dx Onpourracom- &. f —
0o eX*+3e*+2 o (x+1)2
mencer par effectuer le changement
u=e*

Exercice 10 | 0 Intégrales de fractions rationnelles (2) solution

1. Montrer que :

x+1 1 2x +4 1
Vxe[-1,1], ———==x - ,
xX2+4x+5 2 x?+4x+5 x%+4x+5
1 1
puis que : = . En déduire

x2+4x+5 (x+2)2+1

1 x+1
f ——dx
-1 x24+4x+5

2. Avec la méme méthode, calculer

Exercice 11 | €  Solution

2x+1

1. Soit f continue sur [a, b]. Montrer que

fabf(x)dx:f:f(a+b—x)dx.

2. En déduire la valeur de f "

0

xsinx

——dx.
1+cos?x

0 2x—x%2-4

dx.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution (exercice1) Ffnoncé Onrappelle que les primitives sont toutes définies
a une constante pres. Ici je ne fais pas apparaitre les constantes que je prends
toujours égales a 0.

1. Lafonction est continue sur R donc il existe F une primitive sur R et pour tout

sin (3x
xeR:|F(x)= %) : Primitive usuelle.
2. Lafonction est continue sur R donc il existe F une primitive sur R et pour tout
sin(3x) 3 . . sin® (x)| . .
x€R:|F(x) = 1 + n sinx =sin(x) — —3 : Linéarisation ou utilisa-

tion du fait que la puissance est impaire pour faire apparaitre la forme v/ 1?.
3. Lafonction est continue sur R donc il existe F une primitive sur R et pour tout
sin® (x)
5

. . n .
4. Lafonction est continue sur R~ {E + km, | ke Z}. 1 existe donc par exemple

x€R:|F(x)= : Reconnaitre la forme u/'u®.

’

F une primitive sur

1 o u
: on reconnait une primitive de la forme ——.
cosx u

(par exemple) :

pL 1|
et pour tout x € ]——,—
2°2

F(x) =

. . n .
5. Lafonction est continue sur R~ {E + km, | ke Z}. 1l existe donc par exemple

o T T
F une primitive sur ]_E'E (par exemple) :

T T
et pour tout x € ]——,—
22

|F(x) =—In|cosx| = —ln(cosx)| : on reconnait une primitive de la forme
!
u

u
6. La fonction est continue sur R** ~ {1}. 1l existe donc F une primi-
tive sur ]0,1[ et sur ]1,+oo[ et pour tout x €]1,+oo[ (par exemple) :
!

u
|F(x) =In|lnx| =In(Inx) | : on reconnait une primitive de la forme —.
u

7. La fonction est continue sur R car 1 + x> > 0. Il existe donc F une primitive

sur R et pour tout x € R : [F(x) = vV 1+ x?|: on reconnait une primitive de la
!

u
forme - —.
u

8. La fonction est continue sur R car son dénominateur est non nul comme
somme de deux termes strictements positifs. Il existe donc F une primitive
sur R et pour tout x € R : ‘F(x) =x—In|e*+1|=x—-In(e*+ 1)‘ : On utilise
l'astuce 1 = 1+ e* — e”* puis on coupe en deux et on reconnait sur I'un des

ul
deux bouts: —.
u
9. Lafonction est continue sur |1, +oo[. Il existe donc F une primitive sur |1, +oo[
!
u
et pour tout x €]1, +oo| : ‘F(x) =2Vx- 1| : on reconnait la forme —.
u
10. La fonction est continue sur R ~ {-3,1}. 1l existe donc par exemple

F une primitive sur ]-3,1[ et pour tout x € ]|-3,1[ (par exemple) :

1
F(x) = 5 In ‘xz +2x — 3| = —In(—x? - 2x + 3)|: on reconnait une primitive de
1u
la forme — —.
2

u

1. * La fonction est continue sur R ~ {0,4}. Il existe donc F une
primitive sur par exemple ]-oo,0[ et pour tout x € ]-o00,0[
[F(x) =3In|x|+2In|x-4| =3In(-x) +2In(4-x)| : on commence par

5x—-12 b
chercher (a, b) € R? tels que X _ 4, P
x(x-4) x x-4

Solution (exercice2) Enoncé
1. La fonction est continue sur R car son dénominateur est non nul comme
somme de deux termes positifs dont'un est strictement positif. Il existe donc

1 X
F une primitive sur R et pour tout x € R:|F(x) = — arctan (—) ronrecon-
3 3

!/

u
nait une primitive de la forme T en mettant le 3 en facteur au dénomi-

2
nateur.
2. La fonction est continue sur R car le dénominateur ne s'annule pas comme

somme de deux termes positifs dont I'un est strictement positif. Il existe donc

1 X
F une primitive sur R et pour tout x € R :|F(x) = 2 arctan (Z) : on reconnait

!
la forme

> apres avoir mis 16 en facteur au dénominateur.
u
3. La fonction est continue sur R car le dénominateur ne s’annule pas comme

somme de deux termes strictement positifs. Il existe donc F une primitive sur
!

R et pourtout x eR: |F(x) = arctan (e*) | : on reconnait la forme

5

u

4, La fonction est continue sur R car son dénominateur est non nul comme
somme de deux termes positifs dont1'un est strictement positif. Il existe donc

F une primitive sur R et pour tout x € R: |[F(x) = arctan (sinx)|: on reconnait
!

une primitive de la forme TR
u

5. Lafonction est continue sur ]0, +oo[. Il existe donc F une primitive sur |0, +oo[
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u' Ainsiona:
et pour tout x €]0, +oo[ : ‘F(x) = 2arctan ( \/;)l : on reconnait la forme > n z n
I+u f |cos(x)|dx:f cos(x)dx—f cos (x)dx
en écrivant que : x = (1/x)? et en remarquant que la dérivé de la racine carré 0 0 g

est bien

e = [sin(x)]; - [sin(x)]3

6. La fonction est continue sur | —oo,2In2[ car:4—-¢e* > 0 < 2In2 > x. 1l - sin(z) —sin(0) — sin() + sin(z)
existe donc F une primitive sur | — 0o,2In2[ et pour tout x €] —o00,2In2] :
!

u =1-0-0+1
‘F(x) =-2v4- ex‘ : on reconnait la forme —.

Vi

4. On reconnait la forme v/ u et ainsi :

/2 Inx (In(x))? |?
—dx=|——
1 X 2 1
| (In2)?
L2
Solution (exercice3) Enoncé 5. Soitze[0,1],ona: t22° =2’ @
!
1. On reconnait la forme w (a constante pres) : On reconnait alors la forme u'e” (a constante pres) et :
¢ fl 1228 dr = fl 12" 0@ gy
0 0
3 1 3 -1
T dx=— | = 1 1
fz L fz T - f (3r*In(2))e" " dr
3 3In(2) Jo
= [~In(1 - x)3 .
_ e’In@
=In(|1-2])-In(]1-3J) 3ln(2)[ 0
=1In(1) -In(2) _ 1 (eln(Z) -1)
=[-In(2) 3In(2)
u' |1
2. Onreconnait la forme ) et ainsi: ~|3In(2)
f3 1 d 1 ]3 6. En utilisant la relation de Chasles, on obtient :
x= 3 2 3
2 (1-x)? 1-xl2 f rnax(2,x)dx:f 2dx+f xdx
1 1 -1 -1 2
T1-3 1-2 <)’
- - =(2-(-1)x2+ ?]
=——+1 2
2 .9 4
_|L 07272
2 12+9-4
3. On utilise la relation de de CHASLES pour couper en deux l'intégrale et ainsi - 2
pouvoir enlever la valeur absolue, sachant que sur I'intervalle [0, 7], on a: 17
T ==
cos(x)=0 < x¢€ 0,5 . 2
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7. Ici,l'intégrande ne s'integre pas a vue d’oeil. On utilise une petite astuce ”—1+
1” et on obtient que :
x> x*-1+1 (x-D(x+1)+1 1
= = x—1+—0.
1+x 1+x 1+x 1+x
2

X
Une primitive est alors F(x) = 5 - x +1In|1+ x| et on obtient apres calculs :

1
I=——+In(2)|
5 +In(2)

Solution (exercice 4) Enoncé
1. Lesfonctions x — x et x — sin(x) étant de classe €' sur [0, ], par intégration
par parties :

/nxcos (x)dx = [xsin(x)]g — fﬂ sin(x)dx
0 0

= [cos(x)]g

= cos(m) — cos(0)

=-1-1
-
2x
2. Les fonctions x — x et x — - étant de classe € sur [0, 1], par intégration
par parties :
1 e2x 1 1 e2x
f xe*dx = |x— —f —dx
0 o o 2
2 4 0
1 2 1 2
=-e" ——(e"—1
¢ - -1)
2 -e’+1
B 4
_|ef+1
L4
(1 _x)n+1

3. Lesfonctions x — x et x — — étant de classe €' sur [0,1], par in-

tégration par parties :

n+ 1 n+
flx(l_x)ndx:[_xwl +f1de
0 0

n+1 0 n+1

(l_x)n+1 1

(n+1)(n+2)
1
(n+1)(n+2)

n+1
I et x — In(x) étant de classe 6" sur [1,¢] (ou sur

0

4, Les fonctions x —

[t,1]), par intégration par parties,

¢ n+1 t tx”+1 1
fx"ln(x)dx: In(x) —f -—dx
1 n+1l 1 1 n+l1 x
" int t x"
on+1 _fl n+1
t”“lnt xn+l t
T (n+1)?|,
tn+1 h’l t tn+1 -1

n+l _(n+1)2

Solution (exercice 5) Enonce Dans tous ces exemples, on ne peut pas calculer

directement une primitive... L'idé alors d’exprimer cette primitive sous la forme

d’'une intégrale pour pouvoir la calculer plus facilement. On ne détaille pas tous

les calculs, seulement des indications pour guider I'intégration par parties.

1. Lafonction est continue sur R donc il existe F une primitive sur R et pour tout
xeR:

x3sin(6x) x%cos(6x) xsin(6x) cos(6x)
6 " 12 36 6 |
Trois intégration par parties en dérivant le polyndme.
2. Lafonction est continue sur R donc il existe F une primitive sur R et pour tout
xeR:

F(x) = fox t3cos(6t)dt =

2 : 2
X xsin(2x cos(2x X
_ xsin(2x) cos(2x) |

F(x):lfxtcos(Zt)dt-i-—— .

2 Jo 4 4 8 4
Linéarisation du cosinus carré puis une intégration par parties.

3. La fonction est continue sur R. Il existe donc F une primitive sur R et pour
toutx €R:

x 1
F(x)zf arctan(t)dtzxarctanx—Eln(1+x2).
0

1 intégration par parties en dérivant la fonction arctangente et en intégrant 1
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. R u
puis on reconnait la forme —.

u
. La fonction est continue sur R. Il existe donc F une primitive sur R et pour

toutx eR:

X
F(x) = f t’e7'dt = —x%e " —2xe™* —2e7*.
0

2 intégration par parties en dérivant le polyndéme.

. La fonction est continue sur R. Il existe donc F une primitive sur R et pour

toutx eR:

(x*+1)e™
2
1 intégration par parties en dérivantle polynome t — t* eten intégrant r —

F(x) = fx e~ dr =
0

RN R L. . .
te™"" ol on reconnait u'e” (ici on commence par écrire que > = ¢* x ). Puis
dans la nouvelle intégrale de I'intégration par parties, on reconnait encore la
forme u'e".

1 dr . )
3. Posons x = 7 de sorte que dx = T Six =1,alors ¢t =1 etsix = e, alors

1 1 1
t = —. La fonction ¢t — 7 étant de classe €' sur |-, 1], par le théoréme de
e e

changement de variables,

elnx . (%) ( dr [
| ?dx‘fl T (_?)_fl In(z)dt

Cette derniére intégrale se calcule par intégration par parties. Les fonctions

t — t et t — In(¢) étant de classe €" sur [—, 1],
e

e 1o 1
f ln(t)dt:[tln(t)]f—/ tx;dt
1 1

Le / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

Solution (exercice 6) Enoncé T e
1. NotonsIl'intégrale a calculer. CalculonsIgrace a un changement de variable : . e lnx
onpose u = tanx, du = (1 +tan? (x))dx =. D'ou: fl X2 dx=1- e
Lorsque x = 0, u = 0 et lorsque x = g, u=1.Deplus ¢ : x — tan(x) est €’ 4. Faisons le changement x = tan, dx = (1 + tan®(¢))dr.

T
L : 1 - PPN
sur IO,ZI.Ainsi d’apres le théoreme de changement de variable, on obtient Comme la fonction tan est de classe ¢ sur [O’ 4]’ par le théoréme

que:

dx _ f’;{ (1+tan®(r))de
[= fz(tan(x) +tan® (x))dx 0
0

1
de changement de variables : f —_— -—_
8 o (1+x2)32 (1+ tan?(1))°2

n

= fi tan(x)(1 +tan? (x)) dx
0

i dt
/0 V1 +tan2(t).

1
1 Mais comme 1 + tan? = —,onaV1+tan? = . Donc puisque cos est
:f udu cos | cost|
o positive sur [0,71/4],0on a:
211 .
-|1Z fld—x—f4costdt—[sint]2—£
2, o (L+x2)32 Jo ° |2
/2
— 1 5. Dans l'intégrale f (cosx)" dx, considérons le changement de variable af-
2 0

2. Posons x = e’ de sorte que dx = e’ dt. Lorsque ¢ = 0, alors x = 1 et lorsque
t =1, alors x = e. La fonction ¢ — e’ étant de classe €' sur [0,1], d’aprés le
théoreme de changement de variables,

1 et e dx T
I:f dt:f = [arctan(x)]¢ = |arctan(e) — —|.
o 1+e2t 1 1+x2 [ ()01 (e) 4

T
finex = 5 t (sile changement de variable est affine, pas besoin de justifier le

caractére €' mais si on devait le justifier, il faut dire que la fonction ¢t — 5 t
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Solution (exercice 7)

Solution (exercice 8)

1.

|
est de classe €' sur [0, 5]), de sorte que dx = —d¢. On a alors :

fom(cosx)"dx = f; (Cos (g - t))n (=dr) = /Om(sint)"dt

2

Enonce Calculer lim —— f
x—1x—1 1+t2

On pose f(x) = fx
1

1+ 2

tions x — 1 et x — x sont continues sur R, la fonction ¢t — 5 est conti-

nue sur R et ainsi pour tout x € R, on a bien que la fonction f est continue sur

[1,x]. ,

On pose de plus la fonction g : t — 5. Cette fonction est continue sur

R comme somme et quotient de fonctions continues et ainsi elle admet bien
une primitive G sur R, primitive qui est alors de classe " sur R. On a alors
pourtout x e R: f(x) = G(x) — G(1).

On pose alors pour tout x € R~ {1} : h(x) = [ i
G(x) - G(l)

h(x) = =——
d’accroissement de la fonction Gen 1.
Pour calculer la limite de & en 1, il faut donc étudier la dérivabilité de la fonc-
tion G en 1. Or la fonction G est de classe €' sur R comme primitive d'une
fonction continue sur R et ainsi elle est en particulier dérivable en 1. Ainsi la

On remarque alors que

I'on a pour tout x € R~ {1} : ce qui correspond au taux

1 1
limite de h en 1 existe et vaut G'(1) = g(1) = 3 Donc limlh(x) =5
X—

Enonceé

. . X .
® Existence : la fonction x — 1 1 est continue sur R comme somme et
+

quotient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F de f sur R
X
et: VxeR, F(x =f
(x) o 1+1¢4
® (Calcul de F grace a un changement de variable :

u = t?
du = 2tdt
¢ On pose:
t du
—dt = ——.
1+14 2(1 + u?)
o Onat=0= u=0,ett=x = u=x>
¢ Ona:

— @:t— t?est ¢! sur [0, x] comme fonction usuelle.

- u— est continue sur [0, x*] comme somme et quotient

2(1+u?)
de fonctlons continues.

Ainsi d’apres le théoréme de changement de variable, on obtient que :

_ arctan (x®)

F(x) = f 2(1+u2) 2

Existence : la fonction x —

est continue sur R* comme somme

1
2++/x
et quotient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F de f sur

X
R* et: VxelR*,F(x)=f dr.
0 24
Calcul de F grace a un changement de variable :

2+t

u =
dr 1
¢ Onpose:{ du = — < 2(u-2)du= dt(car t:u—Z)
2\/t 24/t
2(u-2
u
o Onat=0= u=2ett=x = u=2+/x.
¢ Ona:
- @:t—2+ \/Z est €' sur [0, x] comme fonction usuelle.
2(u-2) )
— u— ————= est continue sur [2,2 + \/E] comme somme et quo-

u
tient de fonctions continues.
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

F(x):2f22+ﬁ(1—%)duzzﬁ—4ln(l+%}).

Existence : la fonction x — e®*sin (e*) est continue sur R comme com-
posé et produit de fonctions continues. Donc il existe une primitive F de

X
fsurRet:Vx eR, F(x) = f e’ sin (e') dt.
0

Calcul de F grace a un changement de variable :
u = e
o On pose: 2 du = e'dr
") e*’sin(e’)

dr = wusin(u)du.
o Onat=0= u=1,ett=x = u==e".
¢ Ona:
— @:t— e’ est ¢! sur [0, x] comme fonction usuelle.
— u— usin(u) estcontinue sur [1, e*] comme somme et quotient de
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4, ® Existence:lafonction x —

fonctions continues.
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

ex
F(x) = f usinudu = —xcosx +sinx + cos(1) —sin (1)},
1

en faisant une intégration par parties.

" est continue sur R* comme composé et
X
quotient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F de f sur R*
X t
et:Vx e RY, F(x) =f i
o 1+1¢

Calcul de F grace a un changement de variable :

u =\t

dr
) du = —

¢ Onpose: 2\/t

Vit 2u?

— dt =

1+t 1+ u?
¢ Onat=0=—= u=0,ett=x = u:\/}.
¢ Ona:

- @:t— \/; est €' sur [0, x] comme fonction usuelle.

u2
—_ [ —

T2 est continue sur [0, \/;] comme somme et quotient de
fonctions continues.
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :
F(x) = fﬁ 2u” dr = Z(ﬁ— arctan(\/})),
o 1+u?
en utilisant I'astuce u? = 1 + ulz -1

. o
est continue sur R\{E + k7t | ke Z}

Existence : la fonction x — ————
cos* (x)
comme composé et quotient de fonctions continues. Donc il existe

une primitive F de f sur par exemple l'intervalle et: Vxe€

I_EE E(x) = fcos“(t)

Calcul de F grace a un changement de variable :
u = tan(t)

du - dr
¢ Onpose: u = cos? (1)

dt
_ 1+ u?)du.
cos*(t) ( )
o Onat=0—=> u=0,ett=x — u=tanx.

¢ Ona:

— @:t—tan(t) est €' sur [0, x] comme fonction usuelle.
— u— 1+ u? est continue sur [0, tan (x)].
Ainsi d’apres le théoreme de changement de variable, on obtient que :

tan (x) 1
F(x) =f (1+u?)du =tan(x)+§tan3 (x)|.
0

v/sin(x)

cos(x)

Existence : la fonction x —

U
[0, 2
2

une primitive F de f sur l'intervalle

fm

cos(t)
Calcul de F grace a un changement de variable :

u Vsin(t)

cos(r)dt
du = ———
2+/sin (t)

¢ On pose : 4 \/sin(t)dt _ 2sin(z) cos(1)

cos (1) ~ cos?(t) 2,/sin (1)

2sin(t) cos(t) i

1—sin?(¢) 2./sin () C1-ut du
o Onat=0—= u=0,ettr=x = u=+/sin(x).
¢ Ona:
- @:t— \/Zsin(t) est €' sur [0, x] comme fonction usuelle.
- u— 12_uu4 est continue sur [0, y/sin (x)].
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

F(x):f0 e 2uu du :—arctan(\/smx)+—1 (ﬂ)

est continue sur par exemple

comme composé et quotient de fonctions continues. Donc il existe

et: VXe

U
0, =
2

o,g[,F(x) -

1- 1++/sin(x))
. u’ A B 1 1 1 1 _
en ecrivant que = + ==X — — X —— puis

1-uw* 1-w? 14+u?2 2 1-u?2 2 1+4+u?
o 1 C D
en écrivant encore = + .
1-u2 1-u 1+u
Existence : la fonction x —
. -ex + e_x . . - . ., .
somme et quotient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F

x 1
de fsurRet: VxeR, F(x :f -
d () o el+et

est continue sur R comme composé,

® (Calcul de F grace a un changement de variable :
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Solution (exercice 9)

1. ©

t

u = e
du = e'dr
¢ Onpose:
p 1 B du
el +e! 1+u?
o Onat=0= u=1l,ett=x = u=e".
¢ Ona:

— @:t— e’ est €' sur [0, x] comme fonction usuelle.

- u— > est continue sur [1,e*].

u
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

e du
F(x)_fl 1+ u?

T
= arctan (e*) — n

Enoncé
2x+1

2
Xc+x+1
fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s'annule jamais sur R

(discriminant strictement négatif). Ainsi I existe.
!

. u
On reconnait une forme — en posant u(x) = x* +x + 1.
u

La fonction x — est continue sur [0,1] comme quotient de

Calcul : In(3)|.

I= [ln|x2+x+1H;=

La fonction x — est continue sur [2,3] comme quotient de fonc-

2
x —
tions polynomiales dont le dénominateur ne s'annule jamais sur [2, 3] (les

racines étant 1 et —1). Ainsi I existe.

) x+3 A B 2 1
On cherche A et B réls tels que : = + = - .
x2-1 x-1 x+1 x-1 x+1
Calcul:|I =[2In(Jx - 1)) = In(lx + 1))]3 = ln3|.

e2x

La fonction x — est continue sur [0,In2] comme quotient

. e?* +3e* +2 ) ) , ) ]
de fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule jamais sur R
comme somme de trois termes strictement positifs. Ainsi I existe.

On commence par faire un changement de variable : u = e*, du = e* dx,
2x

e u
X = du.Onax=0 = u=1etx =ln2 =
e2x 4 3e* +2 u2+3u+2

u = 2. Lafonction ¢ : x — e* est €' sur [0,1In2] comme fonction usuelle.
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

2 u
[
1 u?+3u+2
On calcule I a présent. Ona A =1 > 0 et les deux racines sont: -2 et —1 et

VA

Solution (exercice 10)

ainsi on cherche deux réls A et B tels que :

u B A N B
WH3u+2 u+2 u+1l
. u 2 1
On obtient que : = -
W+3u+2 u+2 u+l

Ainsi,on a: |I—51n(2) 3ln(3)|

Lafonction x — est continue sur [0, 1] comme quotient de fonc-

(x+1)?

tions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas. Ainsi I existe
bien.

o x x+1-1 1 1
¢ On utilise I'astucedu +1—-1: = = - .
(x+1)2 (x+1)2 x+1 (x+1)2
L. 1 ]! 1
¢ Ainsi,ona:|I=|In|x+1|+ —| =In(2)-=|
x+1lp 2

Enoncé

1. Les égalités sur les fractions se prouvent simplement par calculs directs. Pas-
sons au calcul des intégrales.

x+1

2
X“+4x+5
fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s'annule pas (discrimi-

nant négatif). Ainsi I existe bien.
!/

La fonction x — est continue sur [—1, 1] comme quotient de

. L u
On fait apparaitre — :

111 2x+4 1

I= f (— x - )dx =In f

-1\2  x?2+4x+5 x%2+4x+5 (v5)- 1x2+4x+5
On fait apparaitre la forme canonique au dénominateur :

1
WA [
(\/_) 1(x+2)2+1
!/

On fait apparaitre la forme ——

Ainsi|I = ln(\/g) -

, en posant u(x) = x + 2.

1

[arctan (x +2)]1, =In(v/5) + riu arctan (3)|.
2x+1

. 2x—x2—4 .

fonctions polynomiales et car A = —12 < 0 donc le dénominateur ne s’an-

nule jamais sur R. Ainsi I existe.

On applique alors la méthode suivante.
!

¢ On fait apparaitre — :

2 —2x+2 3 2 1
I:f(— + dx:O—Sf —dx
0o \ —x2+2x—-4 —x?>+2x-4 0 x2-2x+4
¢ On fait apparaitre la forme canonique au dénominateur :

La fonction x — est continue sur [0,2] comme quotient de
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Solution (exercice 11)
1.

I 3 2—1
T fo (x—1)2+3

u
o On fait apparaitre la forme I

dx.

!

e
1
2 1 2 A
= [ ——  dx=-v3[ —2 4
f"(%)zﬂ =i ek

e

o

Enoncé

Lafonction f est continue sur [a, b] par hypothése et ainsi les fonctions x —
f(x)etx — f(a+b—x)sontelles aussi continues sur [a, b] comme composé
de fonctions continues pour la deuxieme. Ainsi les deux intégrales existent
bien.

b
Partons par exemple de f f(a+ b—x)dx et vérifions en faisant un change-
a

b
ment de variable que cette intégrale vaut bien f f(y)dy.

Onposey =a+b-x,dy = —dx, donc f(a +I(;—x)dx = —f(y)dy.Etx =
a= y=betx=b = y=a,lafonction@:x — a+b-xest € sur
[a, b] comme fonction usuelle. Ainsi d’apres le théoréme de changement de
variable, on obtient que :

fabf(a+b—x)dx:f:(—f(J/))dy: f:f(y)dy-

On obtient bien le résultat cherché.
xsin(x)
1+ cos?(x)
somme, produit et quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne

xsinx

La fonction x — est bien continue sur [0, 1] comme composé,

s’annule pas. Ainsi l'intégrale I = f ———— dx existe bien et on est bien
o 1+cos?x

sous I'’hypotheése du résultat de la question précédente. Ainsi, on obtient en
utilisant la question précédente que :

m (7 —x)sin(m—x) n (1 —x)sin(x) . sin(x) .
I= dx=| ————dx=n| ——dx-i
o 1l+cos?(m—x) o 1+4cos?(x) o 1+cos?(x)
. . - o . m  sin(x)
en utilisant le cercle trigonométrique. Ainsi,ona:2i =n | ——
o 1+cos?(x)

et on reconnait alors une primitive usuelle et on obtient donc :

2
U
2i = —m[arctan(cos(x))]g = e

Solution (exercice 1)

Ainsi, on vient de montrer que |l = —|.

Enonce Onrappelle que les primitives sont toutes définies

a une constante pres. Ici je ne fais pas apparaitre les constantes que je prends
toujours égales a 0.

1.

La fonction est continue sur R donc il existe F une primitive sur R et pour tout

sin (3x
xeR:|F(x)= %) : Primitive usuelle.
La fonction est continue sur R donc il existe F une primitive sur R et pour tout
sin(3x) 3 . . sin® (x)| . .
xeR:|F(x)= 1 + 2 sinx =sin(x) — —3 : Linéarisation ou utilisa-

tion du fait que la puissance est impaire pour faire apparaitre la forme /12,

La fonction est continue sur R donc il existe F une primitive sur R et pour tout

sin® (x)
5

. . n .
La fonction est continue sur R~ {E + km, | ke Z}. Il existe donc par exemple

xeR:|F(x)= : Reconnaitre la forme u/'u®.

’

F une primitive sur

1 o u
: on reconnait une primitive de la forme ——.
cosx u

(par exemple) :

pL 1
et pour tout x € ]——,—
2°2

F(x) =

. . n .
La fonction est continue sur R~ {5 + km, | ke Z}. 1l existe donc par exemple

oo T
F une primitive sur ]_E'E (par exemple) :

T T
et pour tout x € ]——,—
22

|F(x) =—In|cosx| = —ln(cosx)| : on reconnait une primitive de la forme
!
u

u

La fonction est continue sur R™™ ~ {1}. 1l existe donc F une primi-

tive sur ]0,1[ et sur ]1,+oo[ et pour tout x €]1,+oo[ (par exemple) :
!

u
|F(x) =In|lnx| =In(Inx) | : on reconnait une primitive de la forme —.
u

La fonction est continue sur R car 1+ x? > 0. Il existe donc F une primitive

sur R et pour tout x € R : [F(x) = vV 1+ x?|: on reconnait une primitive de la
!

u
forme - —.
u

. La fonction est continue sur R car son dénominateur est non nul comme

somme de deux termes strictements positifs. Il existe donc F une primitive
sur R et pour tout x € R : ‘F(x) =x—In|e*+1|=x-In(e*+ 1)‘ : On utilise
l'astuce 1 = 1+ e* — e”* puis on coupe en deux et on reconnait sur I'un des
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ul
deux bouts: —.
u
9. Lafonction est continue sur |1, +oo[. Il existe donc F une primitive sur |1, +oo[
!
u
et pour tout x €]1, +oo] : ‘F(x) =2Vx- 1| : on reconnait la forme —.
u
10. La fonction est continue sur R ~ {-3,1}. 1l existe donc par exemple

F une primitive sur ]-3,1[ et pour tout x € ]|-3,1[ (par exemple) :

1
F(x) = > In ‘xz +2x — 3| = —In(—x? - 2x +3)|: on reconnait une primitive de

14
la forme — —.

u

1. * La fonction est continue sur R ~ {0,4}. Il existe donc F une
primitive sur par exemple ]-oo,0[ et pour tout x € ]-00,0[
[F(x) =3In|x|+2In|x-4| =3In(-x) +2In(4-x)| : on commence par

5x—-12 b
chercher (a, b) € R? tels que al -4, )
x(x-4) x x-4

Solution (exercice2) Enoncé
1. La fonction est continue sur R car son dénominateur est non nul comme
somme de deux termes positifs dont'un est strictement positif. Il existe donc

1 X
F une primitive sur R et pour tout x € R:|F(x) = — arctan (—) ronrecon-
3 3

!
en mettant le 3 en facteur au dénomi-

A o e u
nait une primitive de la forme >
1+u
nateur.
2. La fonction est continue sur R car le dénominateur ne s'annule pas comme

somme de deux termes positifs dont I'un est strictement positif. Il existe donc

1 X
F une primitive sur R et pour tout x € R :|F(x) = 2 arctan (Z) : on reconnait

!
la forme

> apres avoir mis 16 en facteur au dénominateur.
u
3. La fonction est continue sur R car le dénominateur ne s'annule pas comme

somme de deux termes strictement positifs. Il existe donc F une primitive sur
!

R et pourtout x eR: |F(x) = arctan (e*) | : on reconnait la forme

5

u

4, La fonction est continue sur R car son dénominateur est non nul comme
somme de deux termes positifs dont]'un est strictement positif. Il existe donc

F une primitive sur R et pour tout x € R: |[F(x) = arctan (sinx)|: on reconnait
!

une primitive de la forme YT
u

5. Lafonction est continue sur ]0, +oo[. Il existe donc F une primitive sur ]0, +oo[

!

u
et pour tout x €]0, +oo[ : ‘F(x) =2 arctan(\/;)l : on reconnait la forme T2
u

en écrivant que : x = (1/x)? et en remarquant que la dérivé de la racine carré

est bien

2\/x
6. La fonction est continue sur | —oo,2In2[ car:4—-¢e* >0 < 2In2 > x. 1l
existe donc F une primitive sur | — 0o,2In2[ et pour tout x €] —o00,2In2] :

u
‘F(x) =-2v4- ex‘ : on reconnait la forme —.

NG

Solution (exercice3) Enoncé
!

A u N ~
1. On reconnait la forme — (a constante pres) :
u

3 1 3 —

/—dx:—f —ldx

2 1—x 2 1—x
=[-In(11-xDI3

=In(]1-2))-In(11-3])
=In(1)-1In(2)

- [

“ u ..
2. Onreconnait la forme —— etainsi:
u

31 d 1 73
j;(l—x)z o l—x]z

3. On utilise la relation de de CHASLES pour couper en deux l'intégrale et ainsi
pouvoir enlever la valeur absolue, sachant que sur I'intervalle [0, 7], on a:

cos(x)=0 < x¢€

T
0,—1.
2
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Ainsiona:

fo|008(x)|dx=fo cos(x)dx—ﬁ cos (x)dx

=mmnﬁ—mmm@

L . . . (T
= sm(E) —sin(0) —sin(m) + sm(E)
=1-0-0+1
:.

4. On reconnait la forme v u et ainsi :

J

2lnx
X

2

(In(x))?

2
(In2)?
2

5. Soitz€[0,1],ona: 22" = (2e!’ M@

On reconnait alors la forme u'e” (a constante pres) et :
f 1228 dr = fl 12e!" 0@ 4y

0

0
1

3In(2)

1
[ Br*m(@)e ™ dr
0

1
0

3In(2)

-t E
31In(2)

_ 1 In(2) _
‘amm( v-1)
1
31In(2)

6. En utilisant la relation de Chasles, on obtient :

3 2 3
f rnax(2,x)dx:f 2dx+f x dx
-1 -1 2

=2-(-1))x2+

xzr
2,

7. Ici,l'intégrande ne s'integre pas a vue d’oeil. On utilise une petite astuce ”—1+
1” et on obtient que :
x> x?’-1+1 (x-D(x+1)+1 1
= = x—1+—0.
1+x 1+x 1+x 1+x
2

X
Une primitive est alors F(x) = 5 x +1In|1+ x| et on obtient apres calculs :

1
I=——+In(2)|
5 +In(2)

Solution (exercice 4) Enoncé
1. Lesfonctions x — x et x — sin(x) étant de classe € sur [0, ], par intégration
par parties :

/nxcos (x)dx = [xsin(x)]g — fﬂ sin(x)dx
0 0

= [cos(x)]g

= cos(m) — cos(0)

=-1-1
=2
2x
2. Les fonctions x — x et x — - étant de classe € sur [0, 1], par intégration
par parties :
1 2x 11 1 er
fxezxdx: X— —f —dx
0 o o 2
2 4 0
1 2 1 2
=-e" ——(e"—1
¢ - -1)
2 -e’+1
B 4
_|ef+1
L4
(l_x)n+1

3. Lesfonctions x — x et x — — étant de classe €' sur [0, 1], par in-

tégration par parties :
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1 . ~ (l_x)n+1 1 1(1—x)"+1
\/(;.Xil-xj dx = —X?IO-Fﬁ de
e (l_x)n+1 1
| (n+D(n+2)|,

_ 1
|(n+D)(n+2)
n+l

4, Les fonctions x —

I et x — In(x) étant de classe 6" sur [1,¢] (ou sur

[t,1]), par intégration par parties,

¢ n+1 t tx”+1 1
fx"ln(x)dx: In(x) —f -—dx
1 n+1l 1 1 n+1 x
t"nt t x"
 on+1 _fl n+1
t”“lnt xn+l t
T (n+1)?|,

l.n+1 In t tn+1 -1
n+l (n+1)2

Solution (exercice 5) Enonce Dans tous ces exemples, on ne peut pas calculer

directement une primitive... L'idé alors d’exprimer cette primitive sous la forme

d’une intégrale pour pouvoir la calculer plus facilement. On ne détaille pas tous

les calculs, seulement des indications pour guider I'intégration par parties.

1. Lafonction est continue sur R donc il existe F une primitive sur R et pour tout
xeR:

x*sin(6x) x*cos(6x) xsin(6x) cos(6x)
6 " 12 36 6 |
Trois intégration par parties en dérivant le polyndme.
2. Lafonction est continue sur R donc il existe F une primitive sur R et pour tout
xeR:

F(x) = fox t3cos(6t)dt =

2 : 2
X xsin(2x cos(2x X
_ xsin(2x) cos(2x) |

F(x):lfxtcos(Zt)dH——— .

2 Jo 4 4 8 4
Linéarisation du cosinus carré puis une intégration par parties.

3. La fonction est continue sur R. Il existe donc F une primitive sur R et pour
toutx €R:

x 1
F(x)zf arctan(t)dtzxarctanx—Eln(1+x2).
0

1 intégration par parties en dérivant la fonction arctangente et en intégrant 1

!
. R u
puis on reconnait la forme —.

u
. La fonction est continue sur R. Il existe donc F une primitive sur R et pour

toutx eR:

X
F(x) = f t?e7'dt = —x?e " —2xe ¥ —2e7*.
0

2 intégration par parties en dérivant le polyndme.

. La fonction est continue sur R. Il existe donc F une primitive sur R et pour

toutxeR:

(x> +1)e™
2
1 intégration par parties en dérivantle polynome ¢t — t* eten intégrant r —

F(x) = fx e~ dr =
0

RN R .. . .
te™"" ol on reconnait u'e” (ici on commence par écrire que > = t* x ). Puis
dans la nouvelle intégrale de I'intégration par parties, on reconnait encore la
forme u'e".

Solution (exercice 6) Enoncé
1. NotonsIl'intégrale a calculer. CalculonsIgrace a un changement de variable :

on pose u = tanx, du = (1 +tan? (x))dx =.
T
Lorsque x =0, u = 0 et lorsque x = VR u =1.Deplus ¢ : x — tan(x) est €’

T
sur [0, Zl . Ainsi d’apres le théoreme de changement de variable, on obtient
que:

I= fq(tan(x) +tan® (x))dx
0

= fi tan(x)(1 +tan? (x))dx
0

1
:f udu
0

1

2

2. Posons x = e’ de sorte que dx = e’ dt. Lorsque ¢ = 0, alors x = 1 et lorsque

t =1, alors x = e. La fonction ¢ — e’ étant de classe € sur [0,1], d’aprés le
théoreme de changement de variables,

1 ! e dx T
I:f dt:f = [arctan(x)]¢ = |arctan(e) — —|.
o 1+ et 1 1+ x2 [ Ol (e) 4
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1 dr . .
3. Posons x = n de sorte que dx = 2 Six =1,alors ¢t =1 etsix = e, alors

1 1 1
t = —. La fonction ¢t — 7 étant de classe €' sur |—,1
e e

, par le théoreme de

changement de variables,

1

elnx . 1n(3)( dr [
| ?dx‘fl T (_?)_fl In(¢)dt

Cette derniére intégrale se calcule par intégration par parties. Les fonctions

t — t et t — In(¢) étant de classe €* sur [—, 1],
e

@ 1o 1
f In(¢)dt [tln(t)]f—f tx;dt
1 1

Il

|
|-

|
—
o |—

—_

o

~

I
o |~
—_—
o |-~
p—
N —

N elnx 2
D’ou:f—zdle——
1 X e

. Faisons le changement x = tan ¢, dx = (1 + tan®(z))dr.

I
Comme la fonction tan est de classe ' sur [O,Z], par le théoreme

dx ~ f’;{ (1+tan®(r))dt
0

1
de changement de variables : f —_— -—_
8 o (1+x2)32 (1+ tan?(1))>"2

i dt
fO V1 +tan2(t).

. 1
Mais comme 1 + tan® = —,ona V1+tan? =

coSs | cost|
positive sur [0,71/4],0n a:

fl dx 1 \/E
0

1 I
—_— = costdt =[sint]} =|—
(1+x2)%2 fo lsintly =| 7

. Donc puisque cos est

/2
. Dans l'intégrale f (cosx)"dx, considérons le changement de variable af-
0

T
finex = 5 t (sile changement de variable est affine, pas besoin de justifier le

caractére €' mais si on devait le justifier, il faut dire que la fonction ¢t — 5 t

|
est de classe €' sur [0, 5]), de sorte que dx = —d¢. On a alors :

fom(cosx)"dx = f; (cos (g - t))n (-dt) = /m(sint)"dt

3 0

1
Solution (exercice7) Enoncé Calculer im ——

X t2
f LI
x—1x—-1J1 1+¢2

dz. La fonction f est bien définie sur R car les fonc-
2

t2
1+ 2

On pose f(x) = fx
1

tions x — 1 et x — x sont continues sur R, la fonction ¢t — est conti-

+12
nue sur R et ainsi pour tout x € R, on a bien que la fonction f est continue sur
[1,x].
2

On pose de plus la fonction g : t — Cette fonction est continue sur

5
R comme somme et quotient de fonctioné,[ continues et ainsi elle admet bien
une primitive G sur R, primitive qui est alors de classe €' sur R. On a alors
pourtout x e R: f(x) = G(x) — G(1).

f(x)

On pose alors pour tout x € R~ {1} : h(x) = 1 On remarque alors que
x —
G(x) - G(1)

I'on a pour tout x € R~ {1} : h(x) = 1

ce qui correspond au taux
d’accroissement de la fonction Gen 1.

Pour calculer la limite de & en 1, il faut donc étudier la dérivabilité de la fonc-
tion G en 1. Or la fonction G est de classe €' sur R comme primitive d'une
fonction continue sur R et ainsi elle est en particulier dérivable en 1. Ainsi la
1
E .

1
limite de & en 1 existe et vaut G'(1) = g(1) = —. Donc|lim h(x) =
8 > )
—

Solution (exercice 8) Enoncé

1.

est continue sur R comme somme et

. . X
® Existence : la fonction x — 7
1+x

quotient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F de f sur R
x ot
et: VxeR, F(x) =f dt.
0

1+
® (Calcul de F grace a un changement de variable :

u = t?
du = 2tdt
¢ On pose:
t du
—dt = ——.
1+14 2(1 + u?)
o Onat=0= u=0,ett=x = u=x>
¢ Ona:

— @:t— t?est €" sur [0, x] comme fonction usuelle.
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2. ® Existence : la fonction x —

1
- u— > (1 e est continue sur [0, x*] comme somme et quotient
de fonctlons continues.

Ainsi d’apres le théoréme de changement de variable, on obtient que :

_ arctan (x?)

F(x) = f 2(1+u2) 2

est continue sur R* comme somme

1
2++/x
et quotient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F de f sur

X
R* et: VxelR*,F(x)=f dz.
0 2+
Calcul de F grace a un changement de variable :

2+t

u =
dr 1
¢ Onpose:{ du = — < 2(u-2)du= dt(car t:u—Z)
2\/t 2+t
2(u-2
u
o Onat=0= u=2ett=x = u=2+/x.
o Ona:
- @:t—2+ \/Z est €' sur [0, x] comme fonction usuelle.
2(u-2) )
— u— ————= est continue sur [2,2 + \/§] comme somme et quo-

u
tient de fonctions continues.
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

F(x) = 2[ (1——) u:Z\/}—4ln(1+\/T;).

Existence : la fonction x — e®*sin (e*) est continue sur R comme com-
posé et produit de fonctions continues. Donc il existe une primitive F de

X
fsurRet:Vx eR, F(x) = f e’ sin (e') dt.
0

Calcul de F grace a un changement de variable :
t

u = e
¢ Onpose: du = e'dt
PO e2t5in (e)

dr = wusin(u)du.
o Onat=0= u=1,ett=x = u==e".
¢ Ona:
— @:t— e’ est € sur [0, x] comme fonction usuelle.
— u— usin(u) estcontinue sur [1, e*] comme somme et quotient de

X
4, ® Existence:lafonction x —
1+x

fonctions continues.
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

ex
F(x) = f usinudu = —xcosx +sinx + cos(1) —sin (1)},
1

en faisant une intégration par parties.

est continue sur R* comme composé et
quotient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F de f sur R*
x \/t
et:Vx e RY, F(x) =f i
o 1+¢

Calcul de F grace a un changement de variable :

u =\t

dr
) du = —
¢ Onpose: 2\/t
t 2u?
1+t 1+ u?
¢ Onat=0=—= u=0,ett=x = u:\/}.
¢ Ona:
- @:t— \/; est €' sur [0, x] comme fonction usuelle.

u2
—_ [ —

72 est continue sur [0, \/;] comme somme et quotient de
u

fonctions continues.
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

vVx 2u?

F(x) = f dr = Z(ﬁ— arctan(\/})) ,
o 14+u?

en utilisant I'astuce u? = 1 + u12 1.

. o
——— est continue sur IR{\{— + k7t | ke Z}
cos* (x) 2

comme composé et quotient de fonctions continues. Donc il existe

Existence : la fonction x —

une primitive F de f sur par exemple l'intervalle et: Vxe€

]_55 E(x) = fcos“(t)

Calcul de F grace a un changement de variable :
u = tan(t)

dr
du = cos?(t)
dr

2
—cos4(t) (1+wu?)du.

o Onat=0—=> u=0,ett=x — u=tanx.
¢ Ona:

o On pose:
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6. ® Existence : la fonction x —

— @:t—tan(t) est €' sur [0, x] comme fonction usuelle.
— u— 1+ u? est continue sur [0, tan (x)].
Ainsi d’apres le théoreme de changement de variable, on obtient que :

tan (x)
R0 = [
0

1
(1+u?)du =tan(x)+ gtan3 (x)|

v/sin(x)

est continue sur par exemple

cos(x)
T
[0, 2 comme composé et quotient de fonctions continues. Donc il existe
une primitive F de f sur l'intervalle |0,—| et: VX € 0,;[, F(x) =
f \/sm(t
cos(t)
Calcul de F grace a un changement de variable :
u = /sin(t)
cos(r)dt
du = ————
2+/sin (t)
o Onpose:{ +/sin(r) dr = 2sin(t) cos(t)
cos (1) cos? () 2/sin (1)
_ 2sin(#)  cos(t) i du
1—sin?(¢) 2./sin () 1-ut

¢ Onat=0= u=0,ett=x = u=+/sin(x).
¢ Ona:
— @:t— y/sin(t) est €' sur [0, x] comme fonction usuelle.
2

2u
- u— - est continue sur [0, y/sin (x)].

u
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

F(x):f0 e 2uu du arctan(\/smx)+—ln(1_—sm(x))

1- 1+ +/sin(x)
. u’ A B 1 1 1 1 _
en ecrivant que = + ==X — =X 2 puis

1-uw* 1-uw? 14+u?2 2 1-u2 2 1+u
o 1 C D
en écrivant encore = + .
1-u2 1-u 1+u
Existence : la fonction x —
. -ex + e_ . . - . ., .
somme et quotient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F

x 1
de fsurRet: VxeR,F(x :f -
d () o el+et

~ est continue sur R comme composé,

® (Calcul de F grace a un changement de variable :

t

u = e
du = e'dr
¢ Onpose:
p 1 dr = du
el+et 1+u?
o Onat=0= u=1l,ett=x = u=e".
¢ Ona:

— @:t— e’ est €' sur [0, x] comme fonction usuelle.

- u— > est continue sur [1,e*].

u
Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

|
— XYy _
> = arctan (e”) 2l

Solution (exercice9) Enoncé

1. ©

2x+1
: 2rx+l o o : o
fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s'annule jamais sur R

(discriminant strictement négatif). Ainsi I existe.
!

. u
On reconnait une forme — en posant u(x) = x* +x + 1.
u

La fonction x — est continue sur [0,1] comme quotient de

Calcul: |1 = [ln|x2+x+1H; =1n(3)|

La fonction x —

est continue sur [2,3] comme quotient de fonc-

tions polynomiales dont le dénominateur ne s'annule jamais sur [2, 3] (les

racines étant 1 et —1). Ainsi I existe.
) x+3 A B 2 1
On cherche A et B réls tels que : = + = - .
x2—1 x-1 x+1 x-1 x+1

Calcul : ‘I =[2In(Jx - 1)) = In(lx +1))]3 = ln3|.
2x
e
La fonction x — ——————— est continue sur [0,In2] comme quotient
e2¥ +3e* +2

de fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule jamais sur R
comme somme de trois termes strictement positifs. Ainsi I existe.

On commence par faire un changement de variable : u = e*, du = e* dx,
2x

e u
———dx=————du.Onax=0 = u=1,etx =ln2 =
e2* +3e* +2 w2 +3u+2

u = 2. Lafonction ¢ : x — e* est €' sur [0,In2] comme fonction usuelle.

Ainsi d’aprés le théoreme de changement de variable, on obtient que :

2 u
[
1 u?+3u+2
On calculeI a présent. Ona A =1 > 0 et les deux racines sont: -2 et —1 et
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4, ® 1afonctionx —

. ® La fonction x —

ainsi on cherche deux réls A et B tels que :

u A N B
W+3u+2 u+2 u+l’
. u 2 1
On obtient que : =

W+3u+2  u+2 u+l
® Ainsi,ona: |I—51n(2) 3ln(3)|

—( 17 est continue sur [0, 1] comme quotient de fonc-

tions polynomiales dont le dénominateur ne s'annule pas. Ainsi I existe

bien.
X x+1-1 1 1

(x+1)2  (x+1)2 x+1 (x+1)2

1 1
=In(2)-=|
=In@)-;

® o On utilise 'astucedu +1-1:

1
o Ainsi,ona:|{I=|Injx+1]|+ —
x+1

Solution (exercice10) Enoncé
1. Les égalités sur les fractions se prouvent simplement par calculs directs. Pas-

sons au calcul des intégrales.
x+1

2
X“+4x+5
fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s'annule pas (discrimi-

nant négatif). Ainsi I existe bien.
!

® Lafonction x — est continue sur [—1, 1] comme quotient de

u
® On fait apparaitre — :

111 2x+4 1
I= f (— x - )dx =In f

-1\2  x2+4x+5 x%2+4x+5 (v5) - 1x2+4x+5

® On fait apparaitre la forme canonique au dénominateur :
1
R iy
(\/_) 1(x+2)2+1
!/

® On fait apparaitre la forme ——

Ainsi |l = ln(\/g) -

, en posant u(x) = x + 2.

1
[arctan (x +2)]1, =In(v/5) + riu arctan (3)|.
2x+1
. 2x—x2—4 .
fonctions polynomiales et car A = —12 < 0 donc le dénominateur ne s’an-

nule jamais sur R. Ainsi I existe.

® On applique alors la méthode suivante.
!

est continue sur [0,2] comme quotient de

u
¢ On fait apparaitre — :

2 —2x+2 3 2 1
I:f(— + dx:O—Sf —dx
0o \ —x2+2x—-4 —x?>+2x-4 0 x2-2x+4
¢ On fait apparaitre la forme canonique au dénominateur :

=3 —L 4
T fo x—12+3"

u
o On fait apparaitre la forme I

+u?’
2 1
I:_fo (X_—1)2+1
V3

_\/_f (x 1)2+1
e

!

Solution (exercice 11) Enoncé

1.

Lafonction f est continue sur [a, b] par hypothése et ainsi les fonctions x —
f(x)etx — f(a+b—x)sontelles aussi continues sur [a, b] comme composé
de fonctions continues pour la deuxieme. Ainsi les deux intégrales existent
bien.

b
Partons par exemple de f f(a+ b - x)dx et vérifions en faisant un change-
a

b

f(y)dy.
Onposey =a+b-x,dy = —dx, donc f(a +I(;—x)dx =—f(y)dy.Etx =
a = y=betx=b = y=a,lafonction¢:x — a+b-xest € sur
[a, b] comme fonction usuelle. Ainsi d’apres le théoréme de changement de
variable, on obtient que :

fabf(a+b—x)dx:f:(—f(J/))dy: fabf(y)dy-

On obtient bien le résultat cherché.
xsin(x)
1+ cos?(x)
somme, produit et quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne

xsinx

ment de variable que cette intégrale vaut bien f

La fonction x — est bien continue sur [0, 1] comme composé,

s'annule pas. Ainsi l'intégrale I = f ———— dx existe bien et on est bien
o 1+cos?x

sous I’hypotheése du résultat de la question précédente. Ainsi, on obtient en
utilisant la question précédente que :

m (7 —x)sin(m—x) n (71— x)sin(x) n sin(x) .
I= dx=| —————dx=n| ——dx-i
o 1l+cos?(m—x) 0o 1+cos?(x) o 1+ cos?(x)
. . - o . m  sin(x)
en utilisant le cercle trigonométrique. Ainsi,ona:2i =n | ——
o 1+cos?(x)

et on reconnait alors une primitive usuelle et on obtient donc:
2
T
2i = —m[arctan (cos(x))]g = e



2
4

Ainsi, on vient de montrer que|I
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