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Devoir maison n°6
a rendre le Jeudi 01/02/2024

Consignes

® Les devoirs maison sont facultatifs. Pour autant, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements, entreront pour une part importante dans I'appréciation de la copie. Les abré-
viations sont a proscrire.

® Lanumérotation des exercices (et des questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résul-
tats doivent étre proprement, soulignés ou bien surlignés .

® Le crayon a papier ne sera pas corrigé.

® 11 est rappelé également que recopier une correction sur internet est complétement inutile

pour tout le monde.

Exercice 1 | Une suite récurrente linéaire d’ordre 3 solution

On se propose d’étudier la suite réelle récurrente linéaire d’ordre 3 (u,,), ., définie
par:
. 1
Uy =0, u; =0, u, =1 et pour tout entier naturel n, u,,,3 = 2u,,,, — Zun+1 + Zu"

(8 51 Un+2
On pose A = 1 4 0 O |etpourtoutentier naturel n, X, = | Un+1
0 4 0 u

n

1. Déterminer X, et X;.
2. 21) Justifier pour tout entier naturel n, I'égalité : X, ., = AX,,.
2.2) Endéduire al'aide d'un raisonnement par récurrence que pour tout 7 € N,

X, =A"X,.

3. Soit P, Q et T les matrices suivantes :

114 16 -16 4 (200
P={124] Q=[-4 4 o et T=2[012
140 —2 3 -1 001

31) Calculer le produit PQ.
En déduire que la matrice P est inversible et déterminer sa matrice inverse
P
3.2) Calculer le produit PTP™!.
3.3) Montrer alors par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PT"P~!,
200
4, Soit D la matrice définiepar:D=—-| 0 1 0 |.OnposeN=T-D.
001
41) Donner la matrice N et calculer N2,
4.2) Déterminer pour tout entier k = 2, la matrice N,
4.3) Calculer DN et ND.
(2" 0 0
4.4) Montrer que pour tout entier naturel n, ona: T" = (—) 0 1 2n
0 0 1
4.5) En déduire pour tout entier naturel n, 'expression de la matrice A”.
5. 51) Déduire des questions précédentes 'expression de u,, en fonction de n.
5.2) Déterminer la limite de la suite (u,,),,-,-
Exercice 2 |

On considére une matrice représentée en langage Python par un tableau a 2 dimen-
sions.

Les éléments M[1i, j 1, correspondant aux coefficients de la matrice, sont égaux soit
alsoital.

On appelle composante d'une matrice un sous-ensemble de celle-ci constitué uni-
quement de 1 et de 0 qui sont cOte a cote, soit horizontalement soit verticalement.

0010
) 0101 T

Par exemple la matrice M = 11102 8 composantes représentées ci-

0110
dessous :

0 O0|1|0

O0|1|0]|1

1 110

o]1 10
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On souhaite, a partir d'un coefficient en position (i, j) valant 1 dans une matrice M
donner la valeur souhaitée v a tous les coefficients de sa composante.

Ecrire une fonction récursive propager prenant pour parametres un tableau
représentant une matrice M, deux entiers i et j et une valeur entiere v et qui
modifie le tableau M en propageant la valeur v aux coefficients de la composante
du coefficient en position (i, j).

Par exemple, propager(M, 2,1, 3) renvoie le tableau

N N O+
O O|+~|O

3|cn|30
W W @|o
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CORRECTION

Solution (exercice 1)

Uy
1. Ona|X,|= (ul) =

u
5 1 3
De plus, uq :ZuZ—Zu1 +Zu0 =2, donc: (uz) =

2. 21)

2.2)

3. 31)

Enoncé

B

Uy

Uy
1
Upyz = 2Upyp _Zun+1 +Zun
Lesrelationsy 4 ., = u,,, s’écrivent matricielle-
Up1 = Up+1
ment sous la forme
Upys 2 _§ 1 Upi2
Uns2 | = | 1 04 g Ups1 |, Cest-a-dire puisque
Upi1 0 1 0 Uy
1
2 —Z 1 1 8 51
01 0 0 40

Posons, pour tout n € N, 22(n) : X,, = A"X,.

Initialisation. A°X, = 1,X, = X,, donc 22(0) est vraie.

Hérédite. Supposons & (n) vraie pour n fixé dans N de sorte que
X, =A"X,.Puisque X,,,; = AX,,,onaalorsX,,; =A x A"X, = A"*'X,.

D’ou le résultat par le principe de récurrence.

On trouve
114)\(16 -16 4 400
:(124)(—4 4 0):(040):.
140/)\-2 3 -1 00 4

1 1
On en déduit que P x A_IQ = é_lPQ = I3, ce qui montre que

1
|P est inversible |, avec|P™! = —Q|.
4

3.2) Ontrouve

3.3)

4, 4])

4.2)

4.3)

4.4)

(r1ay(zooy (113
pr==f124|lo12|=|; 79,1
2
140J\oo1 L 2 4
1
[1538)[16 -6 4 8 —5 1
. _1_ _ _
puis PTP =711 4 -4 4 0 =1 4 0 =A
L2423 -1 0 4 0

On obtient que .

Posons, pour tout n e N, #(n): A" = PT"P L.

Initialisation. PT°P~! = PI,P~! = PP™! =1, donc #(0) est vraie.
Hérédité. Supposons #°(n) vraie pour n fixé dans N, de sorte que
A" =PT"P~!. On en déduit que

A =A"A = (PT"P!)(PTP!) = PT" (P~'P)TP! = PT"*' P!
carP"'P=1,.

Pour tout entier k > 2,|N¥ | = N? x N¥72 = 0 x N¥=2 = [0] (matrice nulle).

D’ot1 le résultat par le principe de récurrence.

000 00
Onaque(N=[0 0 1 || Ontrouve|N>=( 0 0
000 00

oS O O

00
Ontrouve|DN=] 0 0
00

0
1
— | =ND|
2
0

De N = T — D, on déduit T = D + N. Puisque DN = ND (D et N com-
mutent), la formule du bindme donne, pour tout entier n = 2,

(n
" =D+N)" =) (k)D”‘ka. Puisque, pour tout k = 2, N* =0, la
k=0

somme se réduit aux termes correspondanta k =0eta k =1.

n n
Puisque (O)D”NO =D", et (I]D"‘IN =nD""'N,ona

IT" = D" + nD"IN|.
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D étant diagonale, on a 5. 51) Soit n € N. On obtient u, en calculant le vecteur colonne X,
L2800 (2700 1
Dn:(g) 010 rS!Dn_1=(§) 0 10, par la formule X, = A"X,. Comme X, = | 0 |, on obtient X,
0 01 0 01 0
1\n-1 000 en recopiant simplement la premiere colonne de A”". Ainsi,
d’ole”‘lN:(E) 001 L[ 4x2"-n-3 s
) 000 an(—)(4x2”—2n—4)etmumnmmmaname&q=(WHJ:
Il vient : 2 Ax2"_4p—4 u,
1n2"00) Lyt (000 T
:(—) 0 10 +nx(—) 001 un:(—) (4x2"-4n—-4)|
2 0 01 2 000 2
. . _ in 4
. om0 0 00 0 o on 9 0 5.2) Onsaltquepourtoutnel\l.un—4—2—n—2—n~
= (—) 0 10(f+2rn{001]]|= (—) 0 1 2n On en déduit que | lim u, =4|(par somme et croissances compa-
2 (001) (000)) 22 \o o0 1 . =
rées).
On voit (remplacer n par 0, puis par 1) que la formule est aussi vraie
pour n =0 et n = 1, elle est donc vraie pour tout entier n = 0. Solution (exercice 2)
import numpy as np
a1 14)(2"0 0
45) Soit n € N. On trouve PT” =(§) (l 2 4)( 01 Zn) Mtest = np.array([[©0,0,1,0],[6,1,0,1],([1,1,1,01,[0,1,1,0]11)
140 0 01
1\n 2" 1 2n+4 def propager(M,i,j,v)
::(_) ( 2" 2 4n+4 ) n = np.shape(M)[0]
2 2" 4 8n if M[i,j] ==
1\n 2" 1 2n+4 1 16 -16 4 elser?turn :
puis:PT"P‘I:(—) (2" 24n+4)x—(—4 4 0 ) Cooaq
2 n 4 M[i,j] = v
2" 4 8n -2 3 -1

# le coefficient au-dessus fait partie de la composante
if i-1>=0 and M[i-1,j] == 1 :
propager(M,i-1,j,v)
# le coefficient en-dessous fait partie de la |
— composante
if i+l<n and M[i+1,j] ==
propager(M,i+1,j,v)
# le coefficient a gauche fait partie de la composante
if j-1>=0 and M[i,j-1] == 1 :
propager(M,i,j-1,v)
# le coefficient a droite fait partie de la composante
if j+l<n and M[i,j+1] ==
propager(M,i,j+1,v)

3 1
1\n 4x2"-n-3 5n—4x2”+42"—5n—1
:(5) 4x2" -2n—-4 3n—-4x2"+5 2"_pn-1
4x2"—4n—-4 6n-4x2"+4 2" —-2n




