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Consignes. Le sujet est constitué de deux pages. Les deux exercices sont indépen-

dants.

Pour répondre a une question, on pourra toujours utiliser les résultats de questions
précédentes, a condition de clairement lindiquer.

Il est demandé de soigneusement numéroter les questions et de mettre clairement
les réponses en évidence, par exemple en les [encadrant], en les surlignant ou en les
soulignant. Lors de la correction, il sera fait grand cas de la clarté, de la concision et
de la précision de la rédaction. L'usage de la calculatrice est strictement interdit.

Les abus suivants entrainent la note de en rédaction :

variables non quantifiées (Ce nest pas au correcteur de deviner qui est x ou quiestn!) ,
confusion entre égalité = et équivalence <,
écrire «la fonction f(x)» ou écrire f'(x) sans avoir justifié la dérivabilité,

°
°
°
® un exces de phrases sans sens.

Exercice 1 | Etude d’une famille de matrices. Solution

al 0
0 a 0.
00D

Pour tout (a, b) € R?, on pose :

J(a,b) =

PARTIE | — PUISSANCES DE J(a, b) SELON DEUX METHODES. Soit (a, b) € R%.

Donner J(0,0) et J(1,-3).

Calculer J(a, b)?,J(a, b)® et](a, b)*.

Conjecturer pour tout 7 € N* une formule pour J(a, b)", puis la démontrer.

On suppose dans cette question uniquement que a = b. Retrouver I'expression de

J(a,a)" précédente pour tout n € N* en utilisant la formule du binéme matriciel.
010

Indication : On pourra introduire la matriceN ={0 0 0.
000

FWNR

PARTIE Il — ETUDE D’UNE SUITE RECURRENTE LINEAIRE D'ORDRE 3.  Soit (1,,) ,cy 12 suite
définie par la relation de récurrence linéaire d’'ordre 3 suivante :

Uy =0,

VneN,
Le but de cette partie est de déterminer le terme général de la suite (u,,),n, Cette
partie fait appel aux résultats de la partie précédente.

ul = 0, uz =1
Upsg = —Upip + Ol — 33Uy,

-1 5 -3 Upio
5. Onpose A=(1 0 O etpourneN, X, =|U,i|.
01 0 U,
51) Déterminer X, et X;.

5.2) Justifier pour tout entier naturel n, I'égalité : X,,,, = AX,,.
53) En déduire a l'aide d'un raisonnement par récurrence que
vneN, X,=A"X,.
13 9 -5 -6 27
6. Onpose P=|1 2 -3 et Q=4 8 -12|.
111 1 -2 1
6.1) Calculer le produit PQ. En déduire que la matrice P est inversible et déter-
miner sa matrice inverse P~!.
6.2) Montrerque: A=PxJ(1,-3)xP7L,
6.3) Endéduire que pourtoutneN, A" =Px (J(1,-3))" xPL
6.4) ATaide des questions précédentes, déterminer I'expression de u,, en fonc-

tion de n.
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Exercice 2 | Etude d’'une suite récurrente. Solution

On considere la suite (u,,) o définie par

uy€l0,1[, et: VmeN, u,,, =u,—u’.

PARTIE | — ETUDE DE LA NATURE DE (14,,) e

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = x—x?.
2. 21) Montrer que, pour tout n € N, u,, €]0, 1].

2.2) Montrer que la suite (u,,) e €St décroissante.

2.3) Montrer que la suite (u,,) e €St convergente.

2.4) Déterminer la limite de la suite (u,,) ,,en-

PARTIE Il — DETERMINATION D'UN EQUIVALENT DE (£,,) e
Dans cette partie, on pourra librement utiliser le théoréme de CESARO :

Théoréme de Cesaro

Soit (a,,) ,en~ Une suite convergente de limite £ € R.
. P 1 & .
Alors la suite (c,,) ,en+ définie pour tout n € N* par ¢, = — ) a; estaussi convergente,
n =1
de limite ¢.

1
Posons, pour tout n € N*, a, = — — .
Up  Up
3. 31) Montrer que: lirP a, =1. Indication : Utilisez a bon escient la relation
n—+oo
de récurrence définissant la suite (u,,) ,en-
. 11 1
lim —|—-—|=1.

3.2) Montrer que:

3.3) Endéduireque: lim

n—+oo nun
sin(5u,,)

= 1. Donner alors un équivalent simple de u,,.

4. Déterminer : lim .
n—+oo @2in — 1

PARTIE IIl — ETUDE DE SUITES ADJACENTES.

Considérons la suite (S,,) e

n
définie pour tout neNpar S, = Y (-1)*u,.
k=0

5. Montrer que les suites (S,,) ,en €t (S2,41) nen SONt adjacentes.
6. En déduire que lasuite (S,,),cn €st convergente (on ne cherchera pas a déterminer
sa limite).

Ernesto CESARO (1859 - 1906), mathématicien italien du XIX®™¢ siecle, qui vous
regarde depuis la-haut ¢«
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Correction

a na™' 0
. T P= Par le principe de récurrence : [Vrn eN, J(a,b)" =] 0 a” 0
Devoir surveillé n° 5 princip (@byi={ 0 a0
10/02/2024 - Durée : 2h00 010
4. NotonsN = (O 0 O).Alors on vérifie sans difficulté que N* = 05 5. Et de plus,
000

J(a, b) = al; + N avec al;, et N qui commutent. Donc pour tout nn = 1 :

J(a,a)" = i (n)Nk(als)”‘k

k=0 \k

Solution (exercice1) Enoncé

PARTIE | — PUISSANCES DE J(, b) SELON DEUX METHODES

010 11 0 :i(n)Nk(als)n—k
1 ](0,0):(0 0 0) et ](1,—3):(0 1 0). i=o\k

000 00 -3 = (al3)" +na"'N
a’* 2a 0 a® 3a* 0 a” na"' 0
2. Onobtient: |J(a,b)>=|0 a* 0|, [J(ab)P®=|0 a* o0 =llo a" o
0 0 b* o o b 0 0 b"
a* 4a®> 0
et [J(a,b)*=[0 a* 0 PARTIE Il — ETUDE D’UNE SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 3
0o o0 bt Upso
a" na"™' o 5. OnposepourneN, X, =|[uU,; |-
u
3. Posons, pour tout n € N*, 22(n):J(a,b)" = 0 a” 0. "
0 0 bn u2 1 u3
51) X,=|u;|=||0 etX, = | u, |, sachant que
al 14! o alO ’ u(l) 0 1 uj !
ST 1 — — 1 i
Initialisation. | 0 a 0= (0 a 0) =]J(a,b)" donc Z(1) est vraie. iy = —1iy + 514y —31g = 1 +5x0—3x0 = —1.
0 0 b 00D .
Hérédité. Su i ' . F
}Pposc’)ir_lls 22(n) vraie pour n fixé dans N*, de sorte que donc: |X, = ( 1 )
a" na 0 0
,b)"=| 0 n 0 |.Alors: . N
J(a,b) 0 6:) pn ors 5.2) Soit n € N. Apres calculs, ona:
—Upo +5U, 1 —3U u
n+l _ n n+2 n+l n n+3
J(a, b) =J(a,b) XIEa»b) \ , AX,, = ( Upio ) = (un+2) =X,
a® na™ 0 alo hypothese de récurrence Upii Upi
=0 a® 0(x]0 a0 Donc: [VneN, X, =AX,]
n
0 0 b 000D 5.3) Posons,pourtoutneN, A (n): X, =A"X,.
a™' (n+1)a" 0 Initialisation. Comme A°X, = 13X, = X,, la propriété #(0) est vraie.
— 1 s s gers . .
= 0 a** 0+1 : Hérédite. Supposons ./ (n) vraie pour n fixé dans N de sorte que X, =
0 0 b"

Donc #(n + 1) est vraie.
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6. 6.1)

6.2)

6.3)

6.4)

A"X,. Alors :
X1 =AX
n+l n thpothése de récurrence
= AA"X,
_ An+l
=A"1X,.

Donc #(n + 1) est vraie.
On a donc par principe de récurrence: VneN,
On constate apres calculs que PQ = 161; donc:

X, =A%)

1
P est bien inversible d’inverse P! = —Q|.
16

110
Onrappellequelona: J(1,-3)= (0 1 0 )
00 -3

=27
; )
-3

14
Apres calculs: PJ(1,-3) = (1 3
12
14 - =5 —6 27 —-16 80 -48
Puis : PI(l,—3)Q:(1 3 9 )( —12) (16 0 O )
12

0 16 0
D’ou:
. . (—16 80 —48) (—1 5 —3)
PJ(1,-3)P"' = —PJ(1,-3)Q=—| 16 0 O |=|1 0 0 |=A.
16 160 o 16 o 010

On obtient bien que : |A =PxJ(1,-3)x P! ‘
Posons, pourtout n €N, 2(n): A" =P x (J(1,-3))" x P71,
Comme P(J(1,-3))°P~! = PP™! =13, la propriété est ini-

Initialisation.
tialisée.
Hérédité. Supposons Z(n) vraie pour n fixé dans N de sorte que
A" =P x(J(1,-3))" x P!, Alors:
An+1 :An x A
=Px(J(1,-3))"xP ! xPx]J(1,-3) x P!
=P(J(1,-3))" xJ(1,-3)P~!
=P(J(1,-3))"*'p1.
Donc Z(n + 1) est vraie.
On a donc établi par principe de récurrence :

vneN, [A"=Px(J(1,-3))" xP!|
Soit n € N. Par la question précédente,
X, =A"X,

thpothése de récurrence

Solution (exercice 2)

=P x (J(1,-3))" x P7'X,

1 n
= —Px (I(1,-3))"QX,,

1n O

avec (J(1,-3))" = (0 1 0 ) (cette formule a été démontrée en question 3
00 (=3)"

pour tout n € N*, et est aussi valable lorsque n = 0)

-3))"QX,.
-5 -6 27)\/(1 -5
Ona: QXO:(4 8 —12)(0):(4),
1 -2 1 J\0 1

1 n 0 -5 —5+4n
Puis: (J(1,-3))"QX, = (O 1 0 )( 4 ) = ( 4 )
00 (-3)"/\1 (-3)"

13 9\/-5+4n An+7+9(-3)"
Et: P(](l,—S))”QXO:(l 2 —3) 4 ): 4n+3+(=3)""|.
111 (-3)" 4n—1+(-3)"
An+7+9(-3)"
Enfin: X,=-—[4n+3+(-3)"""|.
n—-1+(-3)"
Le réel u,, étant le dernier coefficient de la matrice X,,, on trouve fina-
lement :

1
Allons-y pour le calcul de 1_6P x (J(1,

VnenN,

u, = 1—16((—3)” +4n—1)|

Enoncé

1. f est dérivable sur [0, 1] en tant que somme de telles fonctions, et :

vxe[0,1], f'(x)=1-2x.
On en déduit le tableau de variations de f suivant.
1
X 0 = 1
2
f'(x) + 0 -
1
0 0

2. 21)

Posons, pour tout n € N, 22(n) : u, €]0, 1.
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%

C

2.2)

2.3)

2.4)

3. 31)

Initialisation.
Hérédite.

u, €]0,1[.
Remarquons que, par définition de la suite, on a u,,,; = f (u,,)
Or, le tableau de variations de la question précédente fournit :

Vxelo[, f(x)e]o,i

U, €10, 1[, donc £(0) est vraie.

Supposons & (n) vraie pour n fixé dans N de sorte que

1
Ayant u,, €]0,1[, on obtient f(u,) € ]0, 4_1]’ donc u,,; €

1
01
A fortiori: u,,; €]0,1[. Donc &(n + 1) est vraie.

D’ou le résultat par le principe de récurrence.
Remarque 1 On aurait pu aussi remarquer, pour 'hétéridé, que
U, = U, (1-u,): cela permet d'obtenir une autre démonstra-
6]011[ E]O,l[
tion par récurrence un peu plus rapide.
2
PourtoutneN, u, ., —u, = -u;.
Ainsi, u,,; — u,, <0 (un carré étant positif).
On en déduit que :  [la suite (u,,) ,cy est décroissante]
La suite (u,,) ,en €St décroissante et minorée par 0 : d’apres le théoréme
de la limite monotone, |elle converge vers une limite ¢ € [R%‘.
En passant a la limite dans I'égalité u,,,, = u, — u2, on obtient : ce qui
donne /?> =0 puis £ = 0. Ainsi: | lim u, =0|.

n—+oo

Pour tout n € N*,

1 1
a,=—-
Uy Up-1
_ Up1— Uy
un un_l caru, =u u2
2 n— %n-17"%p1
e e U/ )
- 2
(un—l - un—l)un—l
2
_ un—l
- 2
(1 - un—l)un_l
1
1-u,, .
Puisque lim u,_, = 0, par opérations sur les limites
n—+oo
. 1
lim —— =1
n—+ool —uy, 4

On obtient bien : .
n—+0co

3.2)

3.3)

4, Puisque lim 5u,=0,ona:
n—+oo

Puisque lim 3u, =0,0ona:
n—-+oo

1 n
* —
Posons, pour tout n € N*, ¢, = — Y ay.
k=1

Puisque (a, ) converge vers 1, d’ap_rés le théoreme de Cesaro, la suite
(c,) converge et :

lim ¢, =1.
n—+oo
Or, pour tout n € N*,
1 n
Ch=— Z ay
n =1

1(1 1
On obtient alors : lim — (— - —) =1

n—+oo

SoitneN*.Ona:
1 1(1 1 1
= — —_— +_.
nu, n\u, u,| nu,

1(1 1
— (_ - _) =1 (par la question précédente)

Or: n\tn 1 o
lim — =0,
n—+oo NLU,
- - . 1
Ainsi, par somme de limites : lim =1+0=1|
n—+oo U,

Puisque 1 # 0 (limite non nulle), on obtientalors: —— ~ 1
nun n—+oo
. . e 1
Donc (par inversion d’équivalents): nu, ~ 1, et: |u, ~ —|
n—+oo n—+oo Jl

sin(5u,) ~ 5u,.

3u
e’'n—1 ~ 3u,.

n—+oo

Par quotient d’équivalents :
sin(5u,,) 5u,

e2n —1 n—+o0 2U,

D'ou:

et (v,

Posons, pourtoutn e N, U,

5

~ -

n—too 2

lim sin(5u,,) _

5
n——too @2lUn —1 2

S,,etV, =S, .. Montrons que les suites (U,,)
) sont adjacentes.
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SoitneN.Ona:
Un+1 - Un = S2(n+1) - SZn

=San+2 = Szn

2n+2 2n+1

= (=)™ Uppip + (=1 Uppiy

= Uppz — Uppqr-
Or, la suite (u,,) est décroissante donc us,,,p < Us,y1-
Ainsi, U, ,; —U, <0et |la suite (U,,) est décroissante|. En outre,

Vys1—V, = SZ(n+1)+1 =Sons1

= Son43 ~ Sonn1
= (-1)*"*3 Uppig T (-1)*"+2 Uppto

= Uppio = Uzpys-
Or, la suite (u,,) est décroissante donc uy,,,» = Uy, 3-
Ainsi, V,,; -V, =0et |1a suite (V,,) est croissante|.
Enfin,on a:

_ _ 2n+1 — —
Vn _Un = Sgn+1 - SZn - (_1) Upps1 = —Uzpir Nn—s 400 0.

Toutes les hypotheses sont vérifiées :
Les suites (S,,,) et (S,,,,;) sont adjacentes.

Par le théoreme des suites adjacentes, les suites (S,,,) et (S,,.;) convergent
vers une méme limite, notée S_,.

Ainsi, les suites extraites de rang pair et de rang impair de la suite (S,,)
convergent vers S_..

Cela implique que |la suite (S,,) est convergente de limite S

00|'




