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Devoir maison n°7
a rendre le Lundi 04/03/2024

Consignes

® Les devoirs maison sont facultatifs. Pour autant, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements, entreront pour une part importante dans I'appréciation de la copie. Les abré-
viations sont a proscrire.

® Lanumérotation des exercices (et des questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résul-
tats doivent étre proprement, soulignés ou bien surlignés.

® Le crayon a papier ne sera pas corrigé.

® ] est rappelé également que recopier une correction sur internet est complétement inutile

pour tout le monde.

Exercice 1 | Suites implicites, équivalents. Solution

Pour tout 7 € N* on considére I'équation d’'inconnue x € R, :
(E,): x+e™=2.

. Pour tout n € N*, on définit f,, 1a fonction définie sur R, par
fu(x)=x+e"-2.
Montrer que pour tout n € N*, 'équation (E,;) admet une unique solution, que
l'on note x,, dans R, .
Ainsi, x,, + €"*» = 2 pour tout n € N*.

-

2. 21) Soit n € N*. Montrer que pour tout x € R,, f,,,;(x) - f,(x) = 0.
En déduire le signe de f,, ., (x,,) puis la monotonie de la suite (x,,).
2.2) Montrer que la suite (x,,) converge. On notera ¢ sa limite.
2.3) Montrer al'aide d'un raisonnement par I'absurde que ¢ = 0.

3. Montrer que pour tout n € N*, nx,, =In(2 - x,,). En déduire que :
In(2)

n—+oo n

N In(2)
4. Pour tout n € N* on pose €, = x,, — p—
In (1 - ﬁ)
Montrer que €, = —+ 2)  etendéduire que:
o n
" oo B

avec a et p deux réels a déterminer.

Exercice 2 | Un systéme linéaire a parametre. Solution

Résoudre suivant les valeurs du réel A le systeme :

-Ax + z =0
(S):X -3x + (3—A)y + z =0
-3x + ¥ + (3=AN)z =0

Exercice 3 | Matrice dépendant d'un parametre. Solution

all
1. Soita€R.Onpose:M, =|1 a 1|.Déterminer les valeurs de a pour lesquelles
11 a
la matrice M,, est inversible. Calculer I'inverse lorsque a = 0.
y+z=-2
2. ATlaide de la question précédente, résoudre le systéme : x +z=1
xX+y =5.
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CORRECTION

Solution (exercice 1)

1. Soit n € N*. Lafonction f,, : x — x + e™* — 2 est définie, et dérivable
sur l'intervalle R, eton a, pour tout x e R, :

fa(x)=1+ne™
>1
> 0.

Ainsi f est |strictement croissante sur R, |

Enfin|f, (0) = —1|et JCl_i)eroof,,l(x) = +00|.

D’apres le théoréme de la bijection, f,, réalise une bijection de R, sur I'inter-
valle [—1,+oo[. Enfin 0 € [—1, +oo[ donc :

|L’équation f,(x) = 0 admet une unique solution, notée x,,, dans IR+|

2. 21) SoitneN"etsoitxeR,,ona:

For1 () = fu(x) =x+el™D*¥ 2 _x e 42

— e(n+1)x —el¥

=e"(e"-1)
Puisque x = 0, on a e* = e° (par croissance de x — e sur R, ) donc
e* = 1etdonc f,,,(x) - f,(x) = 0.
Ainsi :

fn+1(xn) _fn(xn) 20 = fn+1(xn) = fn(xn)

Or, f,,(x,) =0,donc: f,,;(x,) = 0,maisonaaussi f,,;(x,,;) =0,donc:
fui1(x,) = fr41(x,41) ce qui est équivalent, f,,, étant strictement
croissantesur R, ,a x,, = x,,,1- |La suite (x,,) est donc décroissante.|

X 0 Xn+1 Xn +00

\ I +00
fn+l(x) /(')/fn+1(xn)

-1

2.2) La suite (x,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc conver-
gente d’apres le théoreme de la limite monotone. Si on note ¢ sa limite,
onapourtoutneN: 0</<x,<ux,.

2.3) Par définition de la suite (x,,), on a e + x,, = 2 pour tout n € N*.

Soit: lim (e +x,)=2.

n—+oo

Si¢ >0, alors lim nx, = +oo (par produit de limites) soit, par somme
n—+oo

et composition de limites:  lim e"*" + x,, = 400,

n—+oo

ce qui est ab-
surde.
Puisque ¢ = 0 (cf question précédente), on a nécessairement [£ = 0].
3. Soit n € N*, on a par définition de la suite (x,,) :
e +x,=2 < e"m=2-x,

< |nx,=In(2-x,)| car2-x,=e"">0

1
— x,=—In(2-x,).
n

Puisque lirP X, =0, on a par composition de limites : liIP In(2-x,)=In2
n—+oo n—+o00o
avecIn2 #0.

On en déduitque:In(2-x,) ~ In2.

In(2)
X, ~ .

n—+oo n

On en déduit par produit que :

4, SoitneN*,ona:
In(2)
n

€, =Xy

= lln(z—xn)—@
n n

_ In(2-x,)-1In(2)

n
xﬂ
_In(1-3)
n
. . Xn
Puisque lim [-—|=0ona:
n—+oo 2
X
ln(l— ") ~ -
2 ) n—+oo 2
—In(2)
n—+oo 2” ’
. . —In(2)
soit, par produit: g, ~ 52
—In(2)
Onabieng, — — avec o= =2.
nn—~+oo nﬁ 2 ﬁ
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Solution (exercice 2)

-3x + 3-ANy + z =0L ~L,
(S) = { —-Ax + z =0
-3x + ¥ + 3=AN)z =0

+

-3x B-ANy + z =0
@{ - AB-ANy + 3-MN)z 0 L, —3L,—-AL,
(A=2)y + (2-Nz = 0 Ly—L;—L,
On distingue alors plusieurs cas.
® [lercas.] SiA=2,laderniereligne du systeme donne 0 =0.On a ainsi :

-3x+ y+z=0
S) =
—-2y+z=0
Ytz _
= o 3 -y
z=2y

Dou: |< ={(y,5,2y), y€R}|
® [2ndcas.] SiA #2,onpeutdiviserladerniere ligne du systéme par A—2 + 0.
Ainsi

-3x + (3-A)y + z =0
(S) = - AB-ANy + B3-AN)z =0 X
y - Z = 0 L3‘_A_2L3
-3x + (3=-A)y + z 0
@{ y - Z = 0 Lz‘_’Lg
- AB-Ny + 3=Nz =0
-3x + 3=-AN)y + z =0
(:»{ y - z =0

1er sous-cas. Si A € R~{1,3} (donc A € R~ {1,2,3} puisque A # 2, le systeme
est de Cramer. En divisant la derniére ligne du systeme par (3 — A)(1 - A),
on trouve z = 0 puis en remontant le systéme, on obtient: y = 0 puis x = 0.

D’oi1:|. = {(0,0,0)}|
2éme sous-cas. SiA =1, le systéme donne :

-3x+2y+z=0
(S)(:»{
y =z
= x=y=z

Dott: [& ={(x,x,x), x €R}|

3eme sous-cas. Si A =3, le systeme devient :
—3x +z=0
(S) = {
y—2z=0
— z=3x=}.
Dott: [& ={(x,3x,3x), x €R}|

Solution (exercice 3)
1. Dans le but de calculer ensuite I'inverse, on amorce la méthode du miroir.

allll100
1 all0o1lo0
11al0o01
Ly =1Ly
11aloo1
Ll1a1j010
allll100 L L,-L,
1 1 a |00 1 L3 —Ls—al,
Lloa-1 1-al01 -1
0 1-a 1-a®|1 0 -a
Ly~ Lg+1,
1 1 a 00 1
Lloa-1 1-a |01 -1
0 0 2-a-a’|11 —(a+1)
Or,2—a-a*=0 < a € {1,-2}. On déduit alors que M, est inversible si et

seulementsi: |a ¢ {1,-2}|
Ainsi, la matrice est donc bien inversible lorsque a = 0, on poursuit alors la
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thode du miroir.

mé

1 1 a 00 1
(0 a—1 l—a 01 -1
0 11

0 2-a-a? —(a+1)
a=
1 1 0/oo0 1
=10 -11/01 -1
0 0 2/11 -1 Lo L,
11 0]0 0 1 Ly —1La/2
Llo1 -1/0 -1 1
oo 1| L -2
2 2 2 Ly, —Ly,+L3
110/0 0 1
Llo1oli -3 3
00 1)y 4 -
100_% % % Ll‘_Ll—Lz
Lloto b -3
001} 4
1 1 1
2 2 2
Donc: [My'=|3 -3 3
1 1 _1
2 2 2

X

. Notons X = (y) Alors le systéme est équivalent a trouver les X vérifiant

z

-2 -2
MOX:( 1 ) @X:Mal( 1 )
5 5

Apres produit matriciel, on trouve que 1'unique solution est|(4;1; —-3)|.



