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Chapitre #

Variables aleatoires

(PS) 2

Variables aléatoires ............ Résumé & Plan

Indépendance.................. Un premier objet important des
probabilités est 1'espace probabi-
lisé, que nous avons étudié dans un
précédent chapitre. A présent nous
allons nous intéresser a des fonc-
tions d’issues d'une expérience, que
nous appellerons « variables aléa-
toires ».

Espérance, variance et mo-
ments d’une variable aléa-

Simulations informatiques......

EXErCiCeS «uovvevrnereenrecnennes

n VARIABLES ALEATOIRES

n Définition

Définition 1| Variable aléatoire réelle
On appelle variable aléatoire réelle sur (2, 22(Q2)) toute applicationX : Q — R.

On appelle support de X, et on note X(Q2), I'ensemble des valeurs prises par X :
X(Q) ={X(w) | we Q}.

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un V9.

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n'en par-
lerons pas en cours.

Cadre
Dans tout le chapitre, (2, 22(Q), P) désigne un espace probabilisé fini, c’est-a-
dire que 'ensemble Q) des issues d’'une expérience aléatoire est un ensemble
fini. (Il faudra attendre 'an prochain pour s’intéresser i des expériences aléatoires possédant
une infinité d’issues!)

Remarque 1 Lensemble Q étant supposé fini, il en va de méme pour X(Q). Au-
trement dit X a un nombre fini de valeurs possibles, d’'ol1 le nom de « variable
aléatoire finie ». On notera par exemple X(Q) = {x;,...,x,} (ot n € N*) et on
verra que dans la plupart des exemples, X(Q) c N ou Z.

R\ A

> R
T1 *T2 T3 Ta

X (Q) = {x1,$2,$3,$4}

Q= {wl7 U.J2,CU3,W4,W5,(U6,W7}

Exemple 1 (Somme des lancers de deux dés) On tire deux dés (discernables)
et on note les deux résultats obtenus w, et w,. Une issue de cette expérience
est un couple (w;,,) avec (w;,,) € [1, 6], par conséquent Q = [1, 6]?. Sion
souhaite s’intéresser a la somme des deux résultats, on considérera la variable
aléatoire

] o — R

| (wp0p) — oty
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Lensemble des valeurs possibles pour X est :

Exemple 2 (Une méme expérience, plusieurs variables aléatoires) Une ex-

périence aléatoire consiste a lancer n € N* fois une piece équilibrée. On note 1

pour face et 0 pour pile. Ainsi Q est 'ensemble des n-listes d’éléments de {0; 1}.

1. On pose X, la fonction qui a un élément de Q associe 1 si le premier lancer
donne face, 0 sinon. Alors, X, (Q) =

2. On pose X, la fonction qui a un élément de Q associe le nombre de faces
obtenus. Alors, X,(Q) =

3. On pose X3 la fonction qui a un élément de Q associe le rang d’apparition du
premier pile, s'il existe, et 0 sinon. Alors, X3(Q) =

— Deéfinition 2 | Variable aléatoire constante & variable indicatrice
® Soit a € R. Lapplication

Q — R
w — a

X:

est une variable aléatoire réelle, dite constante. Elle vérifie X(Q) = {a}.
® Soit A € Z2(Q) un événement. Lapplication

Q — R
Ty : o 1 siwmeA
0 simg¢A

est une variable aléatoire appelée indicatrice de A. Elle vérifie 1, (Q) = {0; 1}.

Exemple 3 On tire un dé a 6 faces : Q = [[1;6]. Soit A : «le résultat est impair ».

Décrivons l'indicatrice de 'ensemble A.

4

Remarque2 Comme une variable aléatoire réelle sur un univers Q est une appli-
cation de Q dans R, si X, Y sont deux variables aléatoires réelles et A € R, X+Y, AX
et XY sont aussi des variables aléatoires réelles (attention : leurs supports sont
en général différents!)

m Evénements liés a une variable aléatoire

e Notation Principaux événements associés a une variable aléatoire

Pour tout (x,y) € R?, les ensembles suivants sont des événements :

o X<x}l={weQ|X(w)<x} o X<x}={weQ|X(w)<x}

o X=x}={weQ|X(w)=x} ® {X>x}={weQ|X(w)>x}

o (X=x}={weQ|X(w)=ux} o (x<X<yl={weQly<X(w)<x}
® Plus généralement, pour toutIcR: {Xel} ={weQ|X(w)eI}.

Exemple 4 On lance deux dés et on note X la somme des deux scores obtenus.
Onavu que Q = [1;6]% et X(Q) = {2,3,4, ..., 12}. On a par exemple :

4

Remarque 3 SiX est une variable aléatoire réelle, on a{X < x} = {X < x}u{X = x}.
En particulier si X est a valeurs entieres (X(Q) c Z) alors pour k € Z :

X=k}=

Exemple 5 Soit X une variable aléatoire réelle finie et x € R. Exprimer P(X < x)
en fonction de P(X = x).

4
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Exemple 7 On lance deux dés indiscernables et on note X la somme des deux
dés. Déterminer la loi de la variable aléatoire X.

4

m Loi de probabilité

Définition 3
Soit X une variable aléatoire sur (Q, 22(Q2),P). On appelle loi de la variable aléa-

toire X, la donnée des P(X = x;.) pour tout réel x; € X(Q).

@G/ Lycée Camille GUERIN - Poitiers

Méthode Répondre a la question « déterminer la loi d’une variable aléatoire réelle
discréte X »

1. Commencer par déterminer son support X(Q) s'il n'est pas déja donné. Xi
2. Calculer les probabilités P (X = x;.) pour tout x; € X(Q).
Lorsque X(Q) est fini, on résume souvent la loi sous la forme d’un tableau
avec, sur la 1°™ ligne, les valeurs prises par X, et sur la 2°™¢ ligne les probabi- P (X =X ,-)
lités correspondantes.

‘ X:xk ‘ xl ‘ xz ‘ e ‘
[(PX=x) [PX=x) [PX=x) | |

On peut aussi représenter les résultats a 'aide d’'un diagramme en béatons :

Remarque 4 SiX suit une «loi usuelle » (c.f. plus loin dans le cours), déterminer

sa loi revient a donner ses parametres. Diagramme en batons représentant la loi de X
. o ~ . , 0.16
Exemple 6 (Niveau Premiére) On lance un dé dont les faces sont numérotées
de 1 a 6. On gagne 7€ lorsque le 6 apparait, 4€ pour le 5 et on perd 3€ dans les 0.141
autres cas. On note X la variable aléatoire prenant pour valeur le « gain » (positif 0121
ou négatif) obtenu. Déterminer la loi de probabilité de X.
__0.10 1
e i
Z 0.08
0.06 -
0.04
0.02
0.00
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— Proposition 1| Calculs de probabilités connaissant la loi
Si X est une variable aléatoire et A € 22(Q2) un évenement, alors :

P(X€A) =

(Pour calculer la probabilité P (X € A), on somme la probabilité de chacune des valeurs deX ap-

partenant aA.)

Exemple 8 Dans l'exemple du lancer de deux dés, calculer P(3 < X < 5).

4

Proposition 2 | Systeme complet d’événements associé a une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire finie sur Q et X(Q) = {x,,...,x,}.
Alors la famille d’évenements :

(X =2} X = x5}, .., X = x,,}]
forme un systéeme complet d’événements de Q.

Preuve Soit x; € X(Q), on rappelle que {X = x;.} = {w € Q,X(w) = x,.}, on a alors
{X = x} e P(Q) donc {X = x,} est un événement de (Q,P(Q)). Si x; et x; sont deux éléments
distincts de X(Q), {X = x;} et {X = x;} sont incompatibles car il n'existe pas de w € Q tel que
X(w) = x;, et X(w) = x;. De plus,
U X=x}= U {weQX(w)=x}={weQX(w)eX(Q)}={weQ}=Q.
x€X(Q) x€X(Q)
Ainsi, ({X = x.}; x4 € X(Q)) forme bien un systeme complet d’événements.

Remarque 5 A fortiori, comme les évenements constituant le systéme complet
d’évéenements sont incompatibles, on a :

P(Q)=1=[P>( U {X=xk})= Y, PX=xy),

xkEX(Q) xkEX(Q)

donc: Y PX=x)=1|
x€X(Q)

Exemple 9 Dans I’Exemple 6,

R4

La conclusion de la Remarque 5 (ce qui est encadré) posséde une « réciproque », au
sens ol toute famille de réels de somme égale a 1 peut étre associée a une loi de
probabilité. Plus précisément :

Proposition 3 | Une distribution de probabilités donne une variable aléatoire
Si (x;)1<;<,, est une famille de réels distincts et (p;),<;<, une famille de réels po-
n

sitifs vérifiant ) p; = 1 alors il existe une variable aléatoire X sur un univers fini
i=1
vérifiant :

Vie[l,n], PX=x;)=np;

Preuve Admis.

Exemple 10 Soient o € R et n € N*. On considere la n-liste (u,, ..., u,) définie
pour tout i € [1, n] par u; = a x i. Cette n-liste définit-elle une loi de la variable
aléatoire réelle X définie par X(Q) = [1,n], et: Vi e X(Q), P(X = i) = u;?

4
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Fonction de répartition — Proposition 4 | Propriétés de Fy
Soit X une variable aléatoire réelle finie et Fx sa fonction de répartition.

o Fy est une fonction croissante,
e Si X(Q)={x;,...,x,} avec x; <x,<--<x,, alors

Définition 4 | Fonction de répartition
On appelle fonction de répartition de X I'application Fx définie par

@G/ Lycée Camille GUERIN - Poitiers

0 six < xp,
k
S L (UL Fx(x) =1 Y P(X=x;) sixe [x;x0),
x — PXs<x) iZI .
six =x,.

Exemple 11 Onlance deux dés équilibrés et on note X la somme des deux scores ° xLiIE},o Fx(x)=0 et xl_i,lPoo Fx(x) = 1.

obtenus (exemple précédent). Représenter la fonction de répartition de X.

— Proposition 5 | Lien entre probabilité et fonction de répartition
Soit X une v.a. réelle finie et Fx sa fonction de répartition. Si X(Q) = {x,, ..., x,}

x€- ||1-00;2[ | [2;3[[3;41 | [4;5[ | [5;61 | [6;7[ | [7;8[ | [8;91 | [9;10[ | [10;11[ | [11;12[ | [12;+oo0l avec x; < X, < X3 <...,ona:

PX<) P(XZXI)IFX()CI), et: Vk?Z, P(X:.Xk):Fx(Xk)_Fx(Xk_l).

=X 2
En outre, pour tous réels a et b tels que a < b,
[FD(a <X< b) = Fx(b) — Fx(a).

36/36
35/36
34/36 . . , o, . . .
375 | Remarque 6 Laconnaissance de lafonction de répartition permet ainsi de trou-
31136 1 ver la loi de la variable aléatoire!
29/36
28/36
27/36 4
26/36
25/36
24/36 4
23/36 1
22/36 4
21/36 1 -
20/36 1 !
19/36 1 !
18/36 1 !
17/36 Fx [
1) |
14/36 1 —
13/36 | 1
12/36 o —F— 1
11/36 | | |
15756 PX=x) | ! | |

8/36 | | |

7/36 | | |

6/36 | | | |

530 | | | |

3/36 | | | |

2/36 1 1 1 1

éﬁg ] : ; ; : ; ; ; ; ; Xk-1 Xk X+l

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ALLURE D'UNE FONCTION DE REPARTITION DANS LE CAS DISCRET

Lexercice suivant est en exemple type ol la fonction de répartition d'une variable
aléatoire permet de trouver sa loi.
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Exemple 12 Une urne contient N jetons numérotés de 1 a N. On procede a n
tirages successifs d'une boule avec remise, soit X le maximum des numéros tirés.
1. Donner X(Q).

2. Pour tout x;. € X(Q), calculer P(X < x,.).

3. Donnerlaloide X.

4

Remarque 7 Retenir de cet exercice que lorsqu’il y a des « min » ou des « max »,
il faut penser a passer par la fonction de répartition pour obtenir la loi de la va-
riable aléatoire.

m Transformée d’une variable aléatoire finie

Définition 5 | Notation g(X)
Soit X une variable aléatoire finie. Soit g une application de X(Q) dans R. Alors,

I'application Y définie sur Q par Y(w) = g(X(w)) est une variable aléatoire finie
que 'on note g(X).

Exemple 13
1. Soit X une variable aléatoire telle que : X(Q) = {-1;0; 1}. Soit g la fonction
carré définie sur R par g(x) = x?, et soit Y = g(X) = X?.

R4



BCPST1 (€9 2023-2024

L& / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

2. Onlance un dé non truqué et on note X le numéro obtenu.
Soit g la fonction définie sur R par g(x) =2x+3,etY=g(X) =2X+3.

4

Proposition 6 | Loi de g(X)
Soit X une variable aléatoire et soit g une application de X(Q) dans R. On note
Y = g(X), ainsi que X(Q) = {x;},<;<,,- Alors, pour tout y dans Y(Q) :

PY=y)=PEX)=y)= )} PX=x,).
x;€X(Q)
glxy)=y

Q Méthode Pour étudier les variables aléatoires de type Y = g(X)

e On détermine I'univers image Y(Q) : si X(Q) = {x,, ..., x,}, Y(Q) s'obtient en
calculant g(x,),...,g(x,).

e Ondétermine laloideY: pourtout y € Y(Q), on écrit: P(Y=y) =P(g(X) =y)
et on essaie ensuite de se ramener a X.

Exemple 14 Soit X le résultat d’'un dé cubique équilibré et Y = (X — 2)(X — 4).

Déterminerlaloide.

4

Exemple 15 Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée dans le tableau
suivant :

x;  |-2|12]3
1321
PX=x)|z |—=|=|=
5(10/5]10

Déterminer les lois des variables aléatories suivantes : Y, = X? et Y, = 2X + 1.
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n INDEPENDANCE

m Indépendance de deux variables

Définition 6 | Variables aléatoires indépendantes
Soient X, Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé fini (Q, 2(Q), P).

On dit que X et Y sont indépendantes, si pour tout x € X(Q) et tout y € Y(Q), les
évenements {X = x} et {Y = y} sont indépendants, c’est-a-dire :
PX=xin{Y=y}) =PX=x)P(Y=y).

Exemple 16 On lance deux dés équilibrés. On note X, le numéro du premier dé,
X, celui du deuxieme dé et S la somme des deux résultats. X, et X, sont indé-
pendantes mais X; et S ne sont pas indépendantes.

Remarque 8 On a la définition équivalente de variables aléatoires indépen-
dantes : deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si pour tout inter-
valle I; et pour tout intervalle I,

P{Xel[In{YeLD)=PXel,)xP(Yel,).

Proposition 7 | Transfert de 'indépendance
Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes sur un espace probabilisé

fini (Q, 22(Q),P) et deux applications f et g définies respectivement sur X() et
sur Y(Q). Alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Exemple 17 SiX et Y sont indépendantes, alors par exemple :

4

Famille de 7 variables aléatoires : indépendance mutuelle,

indépendance deux a deux

Définition 7 | Variables aléatoires indépendantes deux a deux
Soient X, X,, ..., X,, des variables aléatoires sur un espace probabilisé fini.

On dit que X;, X,, ..., X,, sont des variables aléatoires deux a deux indépen-
dantes indépendantes, si pour tous entiers i, j distincts de [1, n], les variables
X; etX; sont indépendantes.

Alinstar de la définition d’évenements indépendants dans un espace probabilisé, il
existe une définition analogue pour I'indépendance mutuelle de plusieurs variables
aléatoires.

— Définition 8 | Variables aléatoires mutuellement indépendantes
Soient X, X,, ..., X,, des variables aléatoires sur un espace probabilisé fini.

On dit que X;, X,, ..., X,, sont des variables aléatoires (mutuellement) indé-
pendantes, si pour tout x; € X;(Q), x, € X,(Q), ..., x,, €X,(Q),ona:

P( ﬁ(xk - xk)) - kH P(X, = xp).

Cela revient a dire que pour tous x; € X;(Q), x, € X,(Q), ..., x,, € X,,(Q), les
évenements {X; = x,.} sont mutuellement indépendants.

La plupart du temps, nous ne vérifierons pas 'indépendance al'aide de la définition,
mais elle sera donnée implicitement a 'aide du texte. L'indépendance sera utilisée
dans un second temps afin d’effectuer des calculs.

Remarque 9 On ala définition équivalente d'indépendance mutuelle :
Xy, ...,X,, sont indépendantes < VI,,...,1, intervalles c R,
PX,€l,,....X,€l,)=PX, €})x - xP(X,€1,).

Exemple 18

e Dans le cas d’'un tirage avec remise dans une urne, si X; est le numéro de la
i-éme boule tirée, X, ..., X,, sont mutuellement indépendantes.

e De maniere générale, si on effectue n fois la méme expérience, de maniere
indépendante, et siX; estlerésultat dela i-eme, X, ..., X,, sont mutuellement
indépendantes.

Remarque 10 Si X, ...,X,, sont mutuellement indépendantes, alors elles sont
indépendantes deux a deux. Attention, la réciproque est fausse!

Exemple19 Onlance deux pieces équilibrées. On note X la variable aléatoire qui
vaut 0 si la premiéere piece tombe sur Pile et 1 si elle tombe sur Face. De méme,
on note X la variable aléatoire qui vaut 0 si la deuxiéme piéce tombe sur Pile et 1
si elle tombe sur Face. X et Y sont deux variables indépendantes. On pose aussi
Z = |X-Y|. Etudier 'indépendance deux a deux et I'indépendance mutuelle des
variables X, Y et Z.

4
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Nous admettons également les résultats qui suivent. Plutot intuitifs, il n’est pas né-
cessaire de les apprendre par coeur.

— Proposition 8 | Propriétés de I'indépendance mutuelle
1. [Famille extraite]

Soient X, ..., X, mutuellement indépendantes et m < n. Alors les variables
Xy,...,X,, sont mutuellement indépendantes.

2. [Lemme des coalitions]
Soient X, ..., X,, X1, -, X4 p mutuellement indépendantes et
u:R" - R, v:RP — R deux fonctions. Alors les variables u(Xj,...,X,,) et
U(Xp11) -+, Xp4p) sont indépendantes.

3. [Transfert de 'indépendance]
Soient X, ..., X, mutuellement indépendantes et u,, u,,...,u, : R — R des

fonctions. Alors les variables u, (X;), ... u,(X,,) sont indépendantes.

Exemple 20

® SiX,;,X,,X; sont indépendantes et X5 ne s'annule pas, alors X3,X5,1/X; sont
indépendantes.

® SiX;,X,,X;5,X,,X; sont indépendantes alors X5 + X5, X3X5, X, sont indépen-
dantes.

n ESPERANCE, VARIANCE ET MOMENTS D’UNE VARIABLE
ALEATOIRE

m Espérance

— Définition 9 | Espérance d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire finie avec X(Q) = {x,, ..
de X, notée E(X), la quantité définie par :

IE(X) = kf{ ka(X = xk) .
=1

EX)= Y xP(X=x).)

xeX(Q)

.,X,}, on appelle espérance

(On peut aussi écrire :

Remarque 11

e En clair I'espérance de X est la moyenne des valeurs prises par X, pondérée
par les probabilités qu’a X de prendre chacune de ces valeurs. Lespérance
mathématique correspond donc a la moyenne d'une série statistique. Elle
représente la valeur moyenne que X prend.

e Si X est la variable aléatoire égale au gain d'un jeu alors E(X) est la valeur
moyenne du gain que 'on peut espérer. Ainsi, si E(X) est strictement positif
alors le jeu est favorable au joueur, si E(X) est strictement négatif alors le jeu
est défavorable, et si E(X) = 0 alors le jeu est équitable.

Exemple 21  Considérons une variable aléatoire dont la loi est donnée ci-
dessous.
X; 712 |-3|-8
701177
P(X=x)|| o | = | 5 | =
30115115130
Calculer son espérance.
"
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Exemple 22
* SiX(Q) =[1;n], alors:

7

* SiX(Q)=1{-3,-1,1,2}, alors:

Proposition 9 | Espérance d’une constante, d'une indicatrice

PROPRIETES DE L’ESPERANCE.
— Proposition 10 | Propriétés de I'espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires finies.
® [Linéarité] Pourtousréelsaetb: [E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y)|

(Ce résultat s'étend aux sommes finies de variables aléatoires)

® [Linéarité : cas particulier.] Ona:
® [Positivité]

i) SiX=0alorsE(X)=0.

ii) SiX=0etE(X)=0alorsX=0.

® [Croissance] SiX=YalorsE (X)=E(Y).

[E(aX +b) = aE (X) + b|.

SiX est constante égale a g, alors: E(X) =a.
Soit A un évenement. Ona: E(1,) = P(A) (ce deuxieme point de la proposition
permet d'interpréter les probabilités comme des moyennes.)

Preuve
() D’
(] "

Preuve
® |[Linéarité] Concernant la linéarité, nous ne sommes en mesure de démontrer seule-
ment le cas particulier. Démontrons ainsi que E (aX + b) = aE (X) + b.

7

® |[Positivité.]

i) s
i) o
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® [Croissance]

Attention

Il est faux de dire que E (X) =0 = X =0! (SaufsiX esta valeurs positives)
Par exemple, la variable aléatoire qui prend les valeurs 1 et —1 avec méme pro-
babilité 1/2 a une espérance nulle, alors qu’elle n’est pas nulle!

Exemple 23 (Utilisation de la linéarité de I'espérance) Une urne contient
trois boules bleues, une rouge et six jaunes. On y pioche deux boules. Soit X la
variable aléatoire égale au nombre de boules bleues obtenues.

Pour 10 euros un joueur pioche deux boules. Il gagne 12 euros par boule bleue
obtenue. Soit Y la variable aléatoire égale a son gain total. Donner une formule
exprimant Y en fonction de X, et en déduire le gain moyen du joueur.

4

THEOREME DE TRANSFERT. Le théoréme de transfert permet de calculer I'espérance
de variables aléatoires du type g(X), sans nécessairement passer par la détermina-
tion de la loi de g(X).

— Théoréme 1| Théoréme de transfert
Soit X une variable aléatoire finie. On note X(Q) = {x;},;,,- Soit g une applica-

tion de X(Q) dans R. Alors, la variable aléatoire g(X) a pour espérance :
E(g(X)) = ) g (xi)P (X =x;)
k=1
E(gX)= ) gx)PX=x))

xeX(Q)

(On peut aussi noter :

Remarque 12
e En clair I'espérance de g(X) est la moyenne des g(x;.), pondérée par les pro-
babilités que X a de prendre les valeurs x.
e Lintérét de cette formule est qu’elle permet le calcul de 'espérance de g(X)
sans qu'il y ait besoin de déterminer sa loi. Il suffit de connaitre celle de X.
e Cas particulier utile :E(X*)= ) Kk*P(X=k)
kex(Q)

Exemple 24 (Calcul de E (X*) de deux fagons.)

X; 2170172
Soit X une variable aléatoire de loi : I 1 T2

PX=x)|=| = |=|<|%

5 10 10 [ 5 [ 5

On souhaite connaitre E (X).
® [Méthode 1] CherchonslaloideY =X2.

7
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® [Méthode 2] On utilise, sans calcul préalable, la formule de transfert.

CAS OU LES VARIABLES ALEATOIRES SONT INDEPENDANTES.
Proposition 11 | Espérance de XY en cas d’indépendance

Soient X, Y deux variables aléatoires finies réelles indépendantes sur le méme
espace probabilisé (Q,P). On a
E(XY) = E(X)E(Y).

(Ce résultat s'étend a un produit fini de variables aléatories mutuellement indépendantes)

m Moments d’ordre r

Définition 10 | Moment
Soit X une variable aléatoire finie. Le moment d’ordre r avec r € N* de X est le

réel m,(X) =E(X").

Preuve  Admis : cela nécessite une formule de transfert pour les couples de variables aléa-
toires, qui ne sera vue qu’en fin de deuxieme année de BCPST.

Remarque 13 On peut avoir E(XY) = E(X)E(Y) sans que X et Y soient indépen-
dantes. Exhibons un contre-exemple : on place au hasard deux billes dans deux
boites A et B. On note X la variable aléatoire égale au nombre de billes dans la
boite A et Y la variable aléatoire égale au nombre de boites vides. Alors :

4

Remarque 14
® Une variable aléatoire finie admet des moments de tous ordres et par le théo-
reme de transfert :

m,(X) = i (x ) PX=x,) avec X(Q)={xy;...;x,}.
k=1

® [espérance de X est le moment d’ordre 1 de X.

Exemple 25 On lance un dé équilibré a 6 faces et on note X le numéro obtenu.

Déterminer le moment d’ordre 3 de X.

7
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m Variance

— Définition 11| Variance et écart type
Soit X une variable aléatoire avec X(Q) = {x,...,x,}. On définit la variance et

I'écart-type de X par
V(X) =E((X-EX))?) et o(X)=vV(X).

En notant m = E(X), on a donc d’apres le théoreme de transfert que :

V(X) =

e o(X) est bien défini puisque V(X) = 0. L'écart-type et la variance de X sont des
réels positifs qui quantifient la dispersion de X autour de sa moyenne. Un écart-
type élevé signifie que X a tendance a prendre des valeurs relativement lointaines
de sa moyenne.

e [Lécart-type, contrairement a la variance, ala méme unité que X (si X a une unité).

Exemple 26 Considérons une variable aléatoire X dont la loi est donnée ci-
dessous. Calculer sa variance.

X; 712 |-3]/-8
71177
PX=x)| == | == |2 | ==
30115115130

Théoréme 2 | Formule de Konig-Huygens
Soit X une variable aléatoire finie alors sa variance vérifie :

V(X) = E(X?) - E(X)>.

Preuve

4

Remarque 15 [ (XZ) est le moment d’'ordre 2 de X. Pour calculer la variance de
X, on peut donc calculer son espérance et son moment d’ordre 2 puis appliquer
la formule de Konig-Huygens. C’est d’ailleurs comme cela que 'on raisonne en
pratique dans la majorité des cas.

Cela arrive parfois aussi d’utiliser la formule de Kénig-Huygens pour calculer
E (X?) connaissant V(X) et E (X) (car E (X?) = V(X) +E (X)?).

Exemple 27 On lance un dé équilibré a 6 faces et on note X le numéro obtenu.

Déterminer la variance de X.

4
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Proposition 12 | Propriétés de la variance
Soit X une variable aléatoire finie. Pour tousréels a et b :

V(aX+b)=a*V(X) et o(aX+b)=]aloX).

Preuve

4

Remarque 16 En particulier, si a = 1 dans la proposition précédente,
V(X + b) =V(X).
En effet, en translatant les valeurs prises par X (en leur ajoutant b), on ne modifie

pas la dispersion des valeurs autour de la moyenne (qui elle change en revanche
puisque E(X + b) = E(X) + b).

Exemple 28 Considérons une variable aléatoire X dont la loi est donnée ci-
dessous. On note Y = 2X + 3. Calculer la variance de X.

X; 712 |-3]/-8
71 7
PX=x)| == | == |2 | ==
30115115130
S

— Définition 12 | Variable aléatoire centré, variable aléatoire réduite.
Soit X une variable aléatoire finie.

® On dit que X est centrée lorsque E (X) = 0.
® On dit que X est réduite lorsque V(X) = 1.

— Proposition 13 | Obtenir une variable centrée
Soit X une variable aléatoire finie, alors, Y = X — E(X) est une variable aléatoire

centrée.

Preuve

7

Proposition 14 | Obtenir une variable centrée réduite

Soit X une variable aléatoire finie de variance non nulle, alors la variable aléatoire

X E(X)
T aX)
est une variable aléatoire centrée.
Preuve
S
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Remarque 17 1l est souvent commode de travailler avec des variables aléatories
centrées réduites. On vient donc de justifier qu'on peut toujours se ramener a ce
cas quitte a opérer une certaine fonction affine sur notre variable.

LE CAS DES VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES. Dans toute la suite de cette sous-
section, les variables aléatoires mises en jeu seront indépendantes.

Proposition 15
Soient X et Y deux variables aléatoires finies indépendantes. Alors :

V(X +Y) = V(X) + V(Y).

(Le résultat s'étend par récurrence aux sommes finies de variables aléatoires mutuellement indé-

pendantes)

Preuve

4

Exemple 29 On lance deux dés, on note X, le résultat du premier dé, X, le résul-
tat du second dé et X = X; +X,. Déterminer la variance de X; +X,.

7

LOIS USUELLES

Nous avons vu la théorie a connaitre sur les variables aléatoires en général. Cepen-
dant, de nombreuses variables aléatoires rencontrées dans les modeles mathéma-
tiques (et donc dans les exercices) suivent un petit nombre de lois, nommées en
conséquence lois usuelles. Dans cette partie, nous allons étudier les lois usuelles fi-
nies qui sont au programme. Pour chaque loi usuelle, il faudra connaitre par cceur :

1. la notation (et ses parametres éventuels)

2. laloi de probabilité (et en particulier X(2))
3. l'espérance et la variance

4. le ou les cas typiques d’utilisation

Notation

On utilisera le symbole — pour signifier qu'une variable aléatoire « suit» une loi
usuelle.

Loi uniforme

Définition 13 | Loi uniforme
Soit E = {x,, ..., x,} un ensemble fini a n éléments. On dit que X suit la loi uni-

forme sur E si P(X = x;.) ne dépend pas de k, ce qui implique que :
1
Vke[1, n], P
On note X — % (E) pour dire «X suit la loi uniforme sur E ».

PX=x¢) =

Situation type : La loi uniforme est adaptée pour modéliser

|toute expérience dont les issues sont équiprobables|.

C’est le cas deés que les issues mettent en jeu des objets indiscernables puisque dans
ce cas on n'a aucune raison d’attribuer une plus grande probabilité a tel ou tel de ces
objets. C’est donc une situation trés fréquente : jet de dé, lancer de piece, roulette,
tirage de boules dans une urne...
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Exemple 30 (Deux exemples classiques)
1. Onlance un dé non truqué et on note X le numéro obtenu.

4

2. On tire au hasard (de fagon équiprobable) une boule dans une urne conte-

nant n boules numeérotées de 1 a n, et on note X le numéro obtenu.

R4

Remarque 18 Le plus souvent on est amené a considérer la loi uniforme sur un
ensemble du type E = [1; n] ou plu généralement E = [m; n] avec m,n € Z. On
donne I'espérance et la variance dans un cas particulier.

Proposition 16 | Espérance et variance d’une loi uniforme
SiX—2([1, n]) alors

n+1 n?-1
EX)=—— et VX)= .
=" 0 ="=
Preuve
"

Remarque 19 Dans la proposition précédente, seule la formule de 'espérance
figure au programme officiel (il faut savoir retrouver celle de la variance au
concours si on vous la demande).

0 Méthode Modélisation et rédaction pour utiliser la loi uniforme

® [Modélisation] Soit une expérience aléatoire comportant n issues équi-
probables numérotées de 1 a n. Alors la variable aléatoire finie égale au nu-
méro de I'issue se réalisant suit une loi 2Z([1, n]).

® [Rédaction] on écrira « comme les valeurs de X sont les entiers entre 1 et
n, et que toutes ces valeurs sont équiprobables, alors X — % ([[1; n]) ».

Loi de Bernoulli

Définition 14 | Loi de Bernoulli
Une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parameétre p € [0; 1] lorsque

X(Q)=1{0;1}et:

PX=0)=1-p et PX=1)=p.
Onnote: X — ZAB(p).

Une épreuve de Bernoulli est une épreuve aléatoire qui comporte exactement deux
issues : une que 'on qualifie de « succes » de probabilité p et 'autre que I'on qualifie
«d’échec » de probabilité 1 — p. On réalise une fois cette épreuve de Bernoulli et si
I'issue est un « succes », la variable aléatoire prend la valeur X = 1, et sinon X = 0.

Exemple 31 On lance une piece équilibré et on note X la variable aléatoire qui
prend la valeur 1 si le résultat est « Pile » et 0 sinon. Quelle est la loi suivie par X ?

7
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Exemple 32 Calculer et représenter la fonction de répartition de X — 28(1/4).

0 Méthode Modélisation et rédaction pour utiliser la loi de Bernoulli

® [Modélisation] On utilise la loi de Bernoulli dés qu'on considéere une
épreuve ayant 2 issues possibles : succes avec probabilité p et échec avec
probabilité 1 — p. En effet, dans ce cas, la variable aléatoire valant 1 en cas
de succes et 0 en cas d’échec suit la loi de Bernoulli de parametre p.

® [Rédaction] on écrira « on appelle succes I'événement ...de probabilité p.
Alors X, la variable aléatoire qui vaut 1 en cas de succes, 0 en cas d’échec, suit
une loi de Bernoulli de parametre p = ... »

Loi binomiale

SCHEMA BINOMIAL. Supposons qu’on réalise n fois une tentative d'un certain défi
(comme réussir un panier au basket, obtenir 6 avec un dé, ... ). On note

|X le nombre de succes obtenus|.

Proposition 17 | Espérance et variance d’une loi de Bernoulli On a X(Q2) = {0,1,...,n}. Chaque tentative a une probabilité p de réussir avec
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre p €]0,1]. p €]0, 1] fixé, et les résultats des tentatives sont supposés mutuellement indépen-
Alors, X admet une espérance et une variance etona: dants. Dans ce cadre 13, quelle est 1aloi de X ?

EX)=p et V(X)=p(l-p).

L& / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

Il est commode de noter 1 un succes et 0 un échec, I'univers est alors Q = {0,1}" et X

Remarque 20 En particulier, si X suit une certaine loi de BERNOULLI, son para- et |a variable aléatoire définie par

metre est donné par P (X =1) = E (X).

Q — R
X
(Wy,...,0,) — 0+ +w,
P
;’euve Par exemple, pour w =(1,0,0,0,1,1,0,1,0) on a X(w) = 4 donc 4 succes.

L'évenement {X = k} contient les issues qui contiennent :

4

e chacune de ces issues a une probabilité :
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toute situation ou 'on compte le nombre d’occurrences d'un évenement que l'on

7 Proposition 18 | Somme de bernoullis indépendantes
Soient p € [0,1], X, ...,X,, n = 1 des variables aléatoires réelles indépendantes

telles que pour touti € [1, n], X; — %B(p).Alors:
X, +...+X, — B(n, p).

e ilya telles issues puisqu’il s’agit de choisir les positions des k succes parmi
les 7 tentatives. Preuve  Montrons cela par récurrence sur 7. On note :
2, «Yie[l,n], X;—%AB(p)=S,=X;++X,—B(n,p)»
Onadonc: Initialisation. 22(1) est vraie puisque %(1, p) = B(p).
” Hérédité. Soit n € N tel que &, est vraie. Montrons &, , ;.

On a par hypotheése Y = X, + -+ +X,, — %B(n, p), donc Y(Q) = [0, n] et X,,,,(Q) = [0, 1].
Ainsi, S,,;(Q) = (Y+X,,,)(Q) = [0, n+1].
Soit k € [0, n +1]. Alors :
P (S, =k)
=P(Y+X, =k)
=Px,,,20(Y+ X = k)P (X, =0)
— Définition 15| Loi binomiale APy, a1 (VX = K)P (X, =1)
. . . . . \ *
Qn dit que X suit la loi binomiale de parametres n et p (avec n e N* et p € [0, 1]) =Py (Y= K)P(X,, =0)+Py (Y= k-1)P(X,,
SIX(Q)={0.1,....njet =P(Y=K)P(X, =0)+P (Y= k= )P(X,, = 1)

n e
vkelo, nl, P(X:k):(k)pk“‘p) ' —=ppfptaprten( 1 ot s

\){erl =0,X,,41 = 1} est un systeme complet d'évenements

=1
! ) Qindépendance Y LU X,

On note X — %B(n, p) pour dire «X suit la loi binomiale de parametres n et p ».

_ ™,k _ o ut1-k o\ Ky oyntl-k
_(k)p (1-p) +(k—1)” (1-p)
Situation type : D’apres le schéma binomial, cette loi est adaptée pour modéliser

+1
(”Z) + (k " 1)] p*(1—p)ri-k = (n N )(1 - p)"*17F  en utilisant la formule de PAscaL
tente de réaliser un certain nombre de fois de maniére indépendante. On a donc établi que Y+X,,,, — B(n+1,p), donc 2, ., est vraie et la proposition est vraie

par principe de récurrence.
Remarque 21
n
® Par la formule du bindme de Newton,ona Y P(X=k)=(p+(1-p))" =1

Proposition 19 | Espérance et variance d’une loi binomiale
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n € N* et

. . . . . k=0 DK 2z ) A 1 A
donc la loi binomiale est bien une loi de probabilité. p € [0;1]. Alors I'espérance et la variance de X sont données par:
® Laloi de Bernoulli est le cas particulier de la loi binomiale avec n = 1. EX)=np et V(X)=np(l-p).
Exemple 33 On lance 10 fois de suite un dé non truqué, et on note X le nombre Preuve
de numéros obtenus inférieurs ou égaux a 2. Quelle est la loi suivie par X ? '
4

o
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)

Remarque 22 Démontrons la formule pour I'espérance d'une autre maniere.

Méthode Modélisation et rédaction pour utiliser la loi binomiale

® [Modélisation] Soit une expérience aléatoire se déroulant en n épreuves
indépendantes. Chaque épreuve a deux issues possibles : succes avec proba-
bilité p ou échec avec probabilité 1 — p. La variable aléatoire X comptant le
nombre de succes au cours de n épreuves de Bernoulli suit une loi binomiale
B(n,p).

® [Rédaction] on écrira « Dans une expérience a deux issues, on appelle suc-
cés'’événement ... de probabilité p. On répete n fois cette expérience de ma-
niereidentique etindépendante. Alors si X estla variable aléatoire qui compte
le nombre de succes, X — %(n, p).

Tableau récapitulatif des lois discrétes

Loi Valeurs prises Probabilités Espérance | Variance
2_
Uniforme : X < U([1;n]) [1;n] P(X:k):l ntl m 1
n 2 12
Bernoulli : X < B(1,p) {0;1} P(X=1)=petP(X=0)=1-p j4 p(1-p)
Binomiale : X < B(n,p) [0;7] P(X=k)= (:)pk(l -p)"k np np(1-p)

n SIMULATIONS INFORMATIQUES

Simuler une variable aléatoire X, c’est écrire une fonction Python qui renvoie aléa-
toirement une valeur de X(Q) avec la méme probabilité que X.

Pour réaliser cela, on a besoin d'une bibliotheque random qui contient de nom-
breuses fonctions pré-programmeées permettant de simuler des variables aléatoires.
Nous utiliserons essentiellement les fonctions :

1. random() (sansparamétre) quirenvoie un flottant pris aléatoirement dans I'inter-
valle [0, 1] : pour importer cette fonction, écrire from
2. randint(a,b) (oi a et b sont deux parametres entiers vérifiant a < b) qui renvoie un
entier pris aléatoirement dans 'intervalle [a; b] : pour importer cette fonction,

écrire from

import randint.

import random

Exemple 34 Ecrire une fonction de() (sans paramétre) qui simule un lancer de

dé équilibré.
-

R4
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Exemple35 Onlance deux dés équilibrés et on note X la somme des deux scores
obtenus. Ecrire une fonction simulX() en langage Python qui simule la variable
aléatoire X.

>

4

m Simulation de la loi de Bernoulli

Soit p €]0, 1. Pour simuler une variable aléatoire X suivant la loi &(p), il faut écrire
une fonction Bernoulli (p) quirenvoie 1 avecla probabilité p et 0 avecla probabilité
1-p.

Pour cela on tire un nombre au hasard entre 0 et 1 grace a la fonction random(). On
remarque alors que :

1. Cenombre estinférieur a p si et seulementsi il appartient al'intervalle [0, p[. Cela
se produit avec une probabilité p.

2. Ce nombre est supérieur a p si et seulement si il appartient a l'intervalle [p, 1[.
Cela se produit avec une probabilité 1 — p.

Il suffit donc de renvoyer 1 sile nombre est inférieur a p et 0 sinon.

from import random
def Bernoulli(p):
if random() < p :
return 1
else :
return 0

m Simulation de la loi Binomiale

Pour simuler une variable suivant une loi binomiale %(n, p), il suffit de faire la
somme de n simulations d'une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli

A(p):

def binomiale(n, p):
S=0
for i in range(n):
S =S + Bernoulli(p)
return S

m Simulation de la loi uniforme [H.P]

Soit (a, b) € Z* avec a < b et soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur
[a; b], de sorte que :
1
Vk € [a;b], E——
[a: ] b-a+1
Pour simuler X, on peut simplement utiliser randint(a,b). On peut vouloir s’en pas-
ser! Pour cela:

P(X=k)=

1. On tire un réel X au hasard dans [0, 1] a 'aide de la fonction random().
2. On le multiplie par (b — a + 1) : X est alors un réel aléatoire dans I'intervalle
[0,b—a+1].
3. On lui ajoute a : X est alors un réel aléatoire dans l'intervalle [a, b + 1[.
4. Onaalors [X] € [a; b] et, pour tout k € [a; b],
1
P(l_XJ = k) = P(XE [k,k+ 1[) = m
Ainsi |X] suit la loi %([a; b]).

from import random
from import floor
def uniforme(a,b):

X = random()

X=a+(b-a+1)*X

return int(floor(X))
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n EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire

1. Concernant les parametres d'une variable aléatoire :
® Savoir trouver la loi d'une variable aléatoire,
® Savoir trouver la fonction de répartition d'une variable aléatoire, ............. O
® Connaitre la définitiondel'espérance.............c.covviiiiniiininennnnnnn.. O
® savoir utiliser la formulede transfert.............. ... O
® Connaitre la définitiondelavariance ............. ...t O
® savoir utiliser la formule de KONIG-HUYGENS .........oiviiiiiiiiinnennnnn... (|

2. Concernant les lois usuelles, il faut connaitre
® la définition et les parametres de la loi uniforme............................. O
® ]a définition et les parametres de laloi de BERNOULLI................c.oouen. O
® ]a définition et les parametres de laloi binomiale............................ ]

Calculs de lois, fonctions de répartition, espérance et variance
Exercice1 | Onlance un dé a 6 faces équilibré. Il possede une face avec le numéro

1, deux faces avec le numéro 2 et trois faces avec le numéro 3. On note X le numéro
obtenu. Donner la loi de X, sa fonction de répartition et calculer son espérance et sa

variance.
Exercice 2 | Soit X une v.a. telle que X(Q) = {3,4,5, 6}.

1. Déterminer la loi de probabilité de X sachant que : P(X =3) =P(X = 4),
1 1
I]:D(X<5) = g,etP(X>5) = l_l

2. Tracer le diagramme en batons de X.

3. Donner sa fonction de répartition et la tracer.

4. Calculer I'espérance et la variance de X.

5. Donner laloi des variables Y=X?+X-2etZ=min(X,4).

Exercice 3 | Un joueur lance une fléchette sur une cible circulaire de 1 metre de

rayon. Il atteint toujours la cible. La probabilité de toucher une partie de la cible est
proportionnelle a son aire. La cible est divisée en couronnes concentriques par des

k
cercles de rayons —, avec k allant de 0 a n — 1. Si le joueur atteint la cible entre les
n

k 1
cercles de rayons — et , il gagne n — k euros.
n

Quelle est 'espérance de son gain?

Exercice 4 | Soient N boules numérotées de 1 a N dans une urne. On tire n boules
avec remise et on note X le plus grand numéro parmi les n boules tirées.

1. Déterminer la loi de X.
2. Lorsque N est fixé, que vaut la limite de E(X) quand n — +oo? et V(X)?

Avec des lois usuelles

Exercice5 | Onsoumet une population de 10° cellules a 5 séances d’irradiation. On
suppose que les réactions des différentes cellules sont indépendantes les unes des
autres et qu’a chaque séance, la probabilité qu'une cellule meure est de 0, 3. Donner
le nombre moyen de cellules tuées.

Exercice 6 | Pour chacune des variables aléatoires décrites ci-dessous, donner la
loi, 'espérance, la variance.

1. On lance une piéce de monnaie équilibrée, et on observe si Pile est sorti.

2. Sur la liste électorale d’une ville, il y a 54% de femmes. On choisit au hasard un
nom de la liste et on note s’il s'agit d'une femme.

3. Un enclos contient 15 lamas, 15 dromadaires et 15 chameaux. On sort un animal
au hasard de cet enclos. On s’intéresse au nombre de bosses.

4. Ontire au hasard une boule dans une urne contenant 5 boules rouges et 4 boules
noires et on observe s’il s’agit d'une boule rouge.

5. On lance 20 fois un dé cubique équilibré. On regarde combien de fois on obtient
un nombre supérieur ou égal a 5.

6. On suppose que 1% des trefles possédent quatre feuilles. On cueille 100 tréfles.
On compte le nombre de trefles a quatre feuilles cueillis.

7. Un sac contient 26 jetons sur lesquels figurent les 26 lettres de I'alphabet. On tire
un jeton du sac, on note la lettre obtenue et on le remet dans le sac. On forme
ainsi un mot de 5 lettres. On regarde ensuite le nombre de voyelles dans ce mot.

8. On considere 128 boules numérotées de 1 a 128. On en tire 10 parmi les 128, puis
on en tire une parmi les 10. On s’intéresse au numéro de la boule obtenue.

Exercice7 | Un tireur a 'arc vise une cible, qu’il atteint a chaque tir avec une pro-

1
babilité de 7 On suppose les tirs indépendants. Combien de fleches doit lancer le

2
tireur pour que la probabilité d’atteindre la cible soit au moins de 3 ?

Exercice 8 | Lebutdel'exercice est de redémontrer que la variance de X — %(n, p)
est V(X) = np(1-p).
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1. Montrer que, pour tout k € [2; n],

k(k - 1)(2) = n(n- 1)(2:2)

2. Montrer que E(X(X - 1)) = n(n — 1)p? en utilisant le théoréme du transfert.
3. En déduire V(X) en remarquant que

X2=X(X-1)+X.

Exercice 9 |  On effectue n lancers successifs d'une piece qui donne FACE avec
la probabilité p. On note X le nombre de FACE obtenus. Calculer I'espérance de la
1
variable Z=_——
X+1
Exercice 10 |

1. Soit X une v.a. finie.
On définit la fonction Gk par Gx(#) = E(e'X).

11)  Que vaut Gx(0)?
Montrer que Gy (0) = E(X),
et Gy (0) = E(X?).
1.2) Calculer Gy lorsque X suit la loi %(n, p).
1.3) Retrouver I'expression de E(X) et V(X) si X suit la loi 4(n, p).

2. Un tireur doit toucher n € N* cibles numérotées de 1 a n dans l'ordre et il s'arréte
des qu’il rate une cible. On suppose que s'il se présente devant la kieme cible, la
probabilité qu’il la touche est p €]0; 1[. On note X le nombre de cibles touchées.
21) Déterminer laloi de X.

2.2) Enutilisant la fonction génératrice associée a X, calculer E(X) puis la limite
de celle-ci lorsque n tend vers +oo.

Suites de variables aléatoires

Exercice 11 | Uneurne contient 2 boules rouges et n—2 boules blanches. On tire suc-
cessivement et sans remise toutes les boules. On note X, et Y,, les rangs d’apparition
de la premiére et de la deuxieme boule rouge.

1. Déterminer la loi de X,, puis en déduire la valeur de e, = E(X,,).
2. Donner un équivalent simple de e, quand n — oo.
3. En moyenne, combien de tirages ont lieu entre les deux boules rouges?

Exercice 12 | Chaque individu d’'une population souffre d'une maladie avec proba-
bilité p = 0,01. Pour dépister cette maladie dans un échantillon de » individus, on
peut:

o TECHNIQUE 1 : effectuer un dépistage sur un échantillon sanguin de chaque in-
dividu.

e TECHNIQUE?2 : effectuer d’abord une analyse sur un échantillon contenant le mé-
lange du sang des n individus, puis dans le cas ou le résultat est positif analyser
pour chaque échantillon.

Soit X,, le nombre d’analyses avec la 2°™¢ méthode.

1. Déterminer laloi de X,,.

n

2. Quelle loi classique suit la variable
deX,,.

3. Montrer que la technique 2 est préférable a la technique 1 si et seulement si
In(0,99)n +1Inn > 0.

4. Etudier sur ]0; +oo[ les variations et les limites de la fonction f(x) = In(0,99)x +
Inx.

5. Déterminer (calculatrice requise) la plus grande valeur n € N pourlaquelle f(n) >
0.

6. Pour quelles valeurs de 7 la technique 2 est-elle plus économique en moyenne?

? En déduire I'espérance et la variance

Exercice 13 | Un joueur dispose de N dés équilibrés. Il lance les dés une premieére
fois et on note X, le nombre de 6 obtenus. Il met de coté les dés correspondants et
relance les autres (s'il en reste). On note alors X, le nombre de 6 obtenus et on répete
I'expérience, définissant ainsi une suite de variables aléatoires X;, X,, --- S’il ne reste
plus de dés au m—eme lancer, alors X,,, = 0.

n
Pour tout entier n € N*, on pose S, = )_ X;.
k=0

1. A quoi correspond la valeurde S, ?
2. On cherche a montrer par récurrence que S,, — % (N, p,,) ol1 on déterminera p,,.

N|(N-M N\[ k
21) Pour M < k < N, montrer que = .
M/\k-M k|/\M
2.2) Vérifier que S; — % (N, p,) o1 p; est a préciser.
2.3) On suppose que pour n € N* fixé, il existe une valeur p,, € [0;1] telle que
Sy = BN, py).
a) PourM < k <N, déterminer P(X,,,;, = k —M|S,, = M).
1+5
b) Endéduire queS, ; — BN, p,+1) OU P = 5 Pr,
2.4) Calculer p,,.
Exercice 14 | On considere une urne contenant initialement 1 boule blanche et 1

boule noire. On tire une boule au hasard puis on la replace dans l'urne en y ajoutant
une autre boule de la méme couleur. Lurne contient maintenant 3 boules. On réitere
ce procédé. Soit X,, le nombre de boules blanches dans'urne au bout de 7 tirages.



BCPST1 (€9 2023-2024

23

Le / Lycée Camille GUERIN - Poitiers

1. Déterminer laloide X, de X,.

2. Montrer par récurrence que pour tout n, X, suit la loi uniforme sur [[1, 7 + 1]].

3. Soit B,, I'événement « la n-éme boule tirée est blanche ». Montrer que E(X,,) =
P(B,) +EX,_,). B

4. En déduire la valeur de P(B,,) et P(B,,). Ce résultat était-il prévisible?

Exercice 15 |  On considere un groupe de deux ampoules que 'on observe aux
instants 0, 1, 2, 3... Les fonctionnement respectifs de ces deux ampoules sont sup-
posées indépendants. A I'instant initial, on suppose que les deux ampoules sont
allumées. Ces ampoules restent allumées jusqu'au moment ol elles grillent. Elles
peuvent donc étre soit dans I'état allumé, soit dans I’état grillé.

A chaque instant, chaque ampoule déja grillée reste grillée et chaque ampoule allu-

1
mée a la probabilité 2 de rester allumée et — de griller.

On note, pour tout entier naturel n, X,, la variable aléatoire égale au nombre d’am-
poules allumées a I'instant n.

1. Pour tout n € N, déterminer X,,(Q).

P(X, =0)
U, = (IP(Xn = 1)).
P(X, =2)

Pour tout n € N, on note

2. Déterminer la loi de X,, et vérifier que E(X,) = 2.
Déterminer la variance de X,,.
4, Justifier que pour tout n € N, on a

Ll

1 1
Px,=2)Xn+1 =2) = 1 et P, —2Xy1=1)= 3
5. Déterminer, pour tout n € N et sans justification les valeurs des probabilités
conditionnelles suivantes :

5.1) H:D(anz) (Xn+1 = 0). 5.4) H:D(anl)(xn+1 = 0). 5.7) [FD(ano) (Xn+1 = 0).
5.2) []:D(anl) (Xl’l+1 = 2) 5.5) I]:D(ano) (Xn+1 = 2)
5.3) H:D(anl) (Xn+1 = 1). 5-6) [FD(Xn:O) (Xn+1 = 1).

6. Soit n € N. Al'aide de la formule des probabilités totales, exprimer P(X,,.; = 1) en
fonction de P(X,, =0), P(X,, = 1) et P(X,, = 2).
7. Montrer alors que pour tout n €N, U,,,, =AU, ot
1 1/2 1/4
A= (o 1/2 1/2).
0 0 1/4

On cherche dans la suite a déterminer I'espérance et la variance de tous les X,, sans
chercher leur loi. On introduit les éléments de .#; 3(R) suivants :
L,=(012) et L,=(0 1 4).

8. Pour tout n € N, vérifier que E(X,,) =L,U,,.
9. Calculer L, A et exprimer le résultat uniquement en fonction de L, .
10. En déduire que pour tout n € N,

E(X,1) = 5EX,).

11. En déduire la valeur de E(X,,) pour tout 7 € N.

12. Exprimer, pout tout 7 € N, E(X?) en fonction de L, et U,,.

13. Calculer L,A et montrer qu’il existe deux réels « et p que 'on déterminera, tels
que L,A = aL; +pL,.

1 1\n+1
14. En déduire que pour tout n € N, E(X3,,) = Z[E(Xfl) + (5) )

15. Pour tout n € N, on pose u,, = —-
2n—1
1 1\n+1
151) Vérifier que, pourtoutn e N, u,,,; = Zu" + (5)

15.2) Soit (v,),,cy 1a suite définie pour tout n € N, par v, = E(X3) — u,,. Montrer
que (v,),cn €st une suite géométrique et déterminer sa raison.
15.3) En déduire, pour tout n € N, 'expression de E(X?) en fonction de 7.
16. En déduire, pour tout 7 € N, I'expression de V(X,,) en fonction de n.
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