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Consignes. Le sujet est constitué de trois exercices indépendants. Pour répondre
a une question, on pourra toujours utiliser les résultats de questions précédentes, a
condition de clairement l'indiquer.

Il est demandé de soigneusement numéroter les questions et de mettre clairement
les réponses en évidence, par exemple en les [encadrant], en les surlignant ou en les
soulignant. Lors de la correction, il sera fait grand cas de la clarté, de la concision et
de la précision de la rédaction. L'usage de la calculatrice est strictement interdit.

Exercice 1 | Développements limités usuels. Solution
exercice sont indépendantes.

Les deux questions de cet

1. (@) Donner le développement limité a I'ordre 3 de sin(x) + cos(x) — au
voisinage de 0.
1
(b) En déduire un équivalent simple en 0 de sin(x) + cos(x) — ——.

1+x
2. On a a notre disposition les développements limités en 0 de trois fonctions :
f(x)=2+x+3x*+0(x?*)
3
X
g(x)=x-3x*+ e +o(x?)

1 x? )
h(x)—E—x+?+0(x )

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en 0 a 'ordre 2.

@ g = 0) ED e (@ fEh = @ =

Exercice 2 | Composées de développements limités, positions relatives. Solution

Y -1
Soit f la fonction définie par f(x) =In (e )
X

1. Donner le domaine de définition de f.

2. Donner le développement limité de f a 'ordre 2 en 0.

3. Endéduire que f est prolongeable par continuité en 0 (on notera encore f la fonc-
tion ainsi prolongée) et que f est dérivable en 0. On prendra soin de préciser la
valeur de f(0) et de f'(0).

4. Déterminer I'équation de la tangente T, a la courbe représentative de f au point
d’abscisse 0 et étudier la position de la tangente par rapport a la courbe représen-
tative de f au voisinage de ce point.

Exercice 3 | Espaces vectoriels de R*. solution

On considére I'espace vectoriel E = R* et les vecteurs

a=(1,3,0,2) b=(27-36) c=(1,1,6-2)

On consideére les sous-ensembles de R* suivants :
F={(x,y,2,t)eR*, -x+y+z=0 et 4x-2y+t=0} et G=Vect(a,b,c).

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*. Déterminer une base % de F,
et sa dimension.

2. (@) Etudier sila famille (a, b, ¢) est libre. Si ce n'est pas le cas, chercher une re-
lation entre les vecteurs de cette famille.
(b) Justifier que G = Vect(a, b). Déterminer une base % de G, et sa dimension.

3. Le but de cette question est de déterminer dim (Fn G) a l'aide d’arguments de
dimension.

31) Justifierque FNGcF etque FNGcG.

3.2) Justifier que dim(FnG)€{0,1,2}.

3.3) Montrer que le vecteur d = (1,4,-3,4) appartient a Fn G. En déduire que
dim(FNnG) € {1,2}.

3.4) Onsuppose par I'absurde que dim (FNG) = 2.

(i)  Montrer alors que F = G.

(i) Le vecteur a appartient-il a F? Appartient-t-il a G? Qu'en déduit-on
concernant I’égalité F = G?
(iii) Conclure : que vaut donc dim (FNG)?

Dans toute la suite, on note
F+G={weR, w=u+vavecucFetveG}.

Ainsi, F + G est le sous-ensemble de R* constitué des vecteurs pouvant s’écrire
comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G.

4 41) Montrerque: Ogs€F+G.
4.2) Soit (A, p) € R%. Soit (w;, w,) € (F+G)?. Montrer que: Aw; + pw, € F+G.
4.3) Que vient-on de démontrer?
5. 51) Montrer que 2 = % U % estune famille génératrice de F + G.
5.2) Déterminer le rang de 9 (un échelonnement en ligne suffit) et en déduire
dim (F+G)
5.3) Montrer la formule de GRASSMANN :

dim (F + G) = dim(F) + dim(G) —dim (FN G).
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Solution (exercice 1) Enoncé Dans toute la correction de cet exercice, on se
place au voisinage de 0.

1. (@) Par somme de développements limités usuels (du cours) :

x3 x?

sin(x)+cos(x)—ﬁ=x——+1—?—(1—x+x2—x3)+o(x3)

6

= 2x—§x2+§x3+0(x3)
2 6

) 1
sin(x) + cos(x) ——— ~ 2x| (asavoir le premier

(b) On en déduit que :
1+x x—0

terme non nul du développement limité)
2. (@) Comme g(x) = x—3x*+0(x?)(par troncature), on obtient par somme
de développements limités que :
() + g(x) =2+2x +0(x?),
(b)  On obtient directement que :

2
g(x)=1—3x+%+o(x2)

(c)  Par produit de développements limités,

f(x)h(x)= (2+x+3x2+0(x2))(% —x+%2+o(x2))

2 1 3
=1-2x+=x*+-x-x*+=x*+0(x?)
3 2 2

On en déduit que :

f(xX)h(x)=1- %x + gxz ++0(x?)

(d Ona:

1 1 1 11

1
- 2 2y o 3 =35
f(x) 2+x+3x2+0(x?) 2 1+%+3x2+0(x?) 2 1+X

x 3
ol X=2=+=-x*+0(x?) (onabienX — 0).
2 2 ) x—0
x
Ona:o(X) = o(x), puis X? = i o(x?), donc: 0(X?) = o(x?).

1
D’apres le cours, - 1 -X+X?+0(X?). On en déduit que :

1
1+X

flx)=

Solution (exercice2) Enoncé
X

1. Le domaine de définition de f estZ; = { x € R",

> 0} .Untableaude

X
signes permet de trouver le domaine de définition.
X —00 0 +00
e’ -1 - 0 +
X - 0 +
e -1
+ +
X
On en déduit que : .
2. Auvoisinage de 0 :
x? x3
® e"=1+x+—+"—+0(x%).
2 6
e’ — x  x?
® On en déduit que =1+ >t e o(x?).
® Ainsi, f(x) =1 1+x+x2+(2) x+x2+(2) 0
insi, f(x)=In —+ —+o0(x?) ]| avec -+ —+o0(x?) — 0.
2 6 2 6 x—0
X X

2
® Ona:o(X)=o(x), puisX? = xz +0(x?), donc: o(X?) = o(x?).
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X2
® D’apres le cours, In(1 +X) =X — > +0(X?). On en déduit que :
2 2

X X x
flx)= (E + E) 53Xt o(x?), d’ot1, apres simplifications :

2

f(x)= g+%+o(x2)

. Par troncature, f admet donc un DL d'ordre 1 en0:

1
f(x)=0+ zx +o(x).
f estdonc prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0 et la fonction

ainsi prolongée est dérivable en 0 avec f'(0) = 3

. L'équation de T, est donnée par les termes d’ordre inférieurs ou égaux a 1

dansle DLen O de f, donc:|T: y:E.

2

X x
Onadeplus: f(x)- 5= +0(x?).
D’apres le cours, la courbe représentative de f est donc au-dessus de T, au

voisinage de 0 (a gauche et a droite de 0).

Al + 20, + A3 =0

(5): 3\ + A + A3 =0
' - 3\, + 6A; = 0
2\, + 6A, — 2X; = 0

)\2 - 2)\3 = 0 L2<—L2—3L1
1
Az - 2A3 =0 L3 «— _§L3
)\1 = _5)\3
Ainsi, en prenant par exemple A; = 1 (qui joue ici le réle d'inconnue

secondaire), on obtient A, = 2 puis A; = —5 ce qui conduit a la relation
de liaison :

—5a+2b+ ¢ = Opa

On en déduit que: |lafamille (a, b, ¢) est une famille liée. |

Ayant G = Vect(a, b, ¢) avec ¢ combinaison linéaire de a et de b

(car ¢ = 5a — 2b d’apres la question précédente), on obtient que
Vect(a, b, c) = Vect(a, b) (propriétés du Vect) donc G = Vect(a, b).

La famille 98; = (a, b) est libre (car constituée de deux vecteurs non
colinéaires) et génératrice de G (par définition) donc::

|%: = (a, b) est une base de G et dimG = 2|
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3. 31) Soitu € FNG, alors u € F et u € G : on vient alors de démontrer les
inclusions d’ensembles demandées.

3.2) Ayant FNn G c F avec Fn G un sous-espace vectoriel de E (d’apres le
cours), on obtient que dim(FNG) < dimF soit dim(FNG) < 2 (car
dimF = 2), d’'ou1 le résultat.

3.3) Lescoordonnées de d vérifient bien les conditions d’appartenancea F:

-1+4-3=0 et 4—-2x4+4=0, donc:

Solution (exercice3) Enoncé
1. Utilisons la « méthode Vect» :

F={(x,y,2,t)eR*, —x+y+z=0 et 4x-2y+t=0}

{(x,y,2,t) eR*, z=x-y et t=-4x+2y}
{(x,y,x—y,—4x+2y),(x,y) e R?}
={x(1,0,1,-4) +y(0,1,-1,2),(x,y) € R?}
=Vect((1,0,1,-4);(0,1,-1,2))
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de E.
La famille %; = ((1,0,1,-4);(0,1,—1,2)) est libre (car constituée de
deux vecteurs non colinéaires) et génératrice (par définition) de F donc
| % est une base de F| et on en déduit que |[dimF = 2|.
2. (@) Soit (A;,Ay,A3) € R® tel que A a+A,b+A3¢ = Ogs. On obtient le systéme
linéaire suivant :

En outre, on remarque que b — a = d ayant
(2,7,-3,6)-(1,3,0,2) =(1,4,-3,4).
Ainsi, d est combinaison linéaire de a et b : d € Vect(a, b), donc|d € GJ.
On obtientbien: [deFnG].
Lensemble F N G étant un espace vectoriel :  Vect(d) cFNG.
Or, (d) est une famille libre (car constituée d'un seul vecteur non nul)
et génératrice (par définition) de Vect(d) donc dim Vect(d) = 1.
De l'inclusion Vect(d) c FNG découle I'inégalité :
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3.4) (i)

4, 4])

4.2)

4.3)

5. 5.1)

dimVect(d) = dim(FNnG), soit:

|[dim(FNG) € {1,2}}

En supposant que dim(FNG) =2,ona:
FNnGcF
dim(FNG) =dimF

sions:FNnG=F

De la méme facon,
FNGcG
dim(FNG)=dimG

sions:FNnG=G

Ainsi: F=G carces deux ensembles sont égauxa FnG.

(i) a e Gpuisque G est1'espace vectoriel engendré par a, b et ¢, mais

a ¢ F puisque le coordonnées de a = (1,3,0,2) ne vérifient pas,
par exemple, I'équation —x +y +2z =0 (ayant =1 +3+0_, # 0).
Ainsi, I'égalité F = G n'est pas vérifiée (1'égalité d'ensembles F = G
signifie F c G et G c F, or I'inclusion G c F est fausse car tout
élément de G n'est pas élément de F, a I'instar du vecteur a).

(iii) Ona démontré par I'absurde que dim (F N G) ne pouvait pas étre

égal 2 2, la seule possibilité restante est|dim (FN G) = 1|

F et G sont des sous espaces vectoriels de R* donc ils contiennent le

vecteur nul. Ainsi,

O :9&+9@£€F+G.
eF €G

Soit (A, u) € R?. Soit (wy, ) € (F+ G)?. Il existe (f;, f,) € F?

et (g, 8) € G* tels que :

1 =dim(FnG).

D’ou1 le résultat :

donc par inclusion et égalité des dimen-

donc par inclusion et égalité des dimen-

w=f+8& et w,=f+8g.

Ainsi :
Awy + pw, = A(fy + &) + p(fa + &)
=AM+ UL+ A + g

Or, (f;,f,) € F? donc Af; + Wf, € F car F est un sous-espace vectoriel de
R*. De méme, (g,,8,) € G* donc Ag; + ug, € G car G est un sous-espace
vectoriel de R*.
Dou: Aw,+pw, =Afi+ufa+Ag +ug e F+G.

NI =

eF €G
F + G est une partie non-vide de R* (car Ogs € F + G) stable par combi-

naison linéaire donc ‘F + G est un sous-espace vectoriel de [R4|
Soit B = %Br U B; =((1,0,1,-4);(0,1,-1,2);(1,3,0,2);(2,7,-3,6))
Montrons que la famille 98 génere F + G. Ici, nous allons montrer que

5.2)

toutvecteur de F+G peut s’écrire comme combinaison linéaire des vec-
teurs de la famille 2.
Soit w e F+G. Il existe f e Fet g € Gtel que w = f + g. Or, la famille
B =((1,0,1,-4);(0,1,-1,2)) génere F (en tant que base de F) donc il
existe (A}, A,) € R? tel que f = A,(1,0,1,-4) +A,(0,1,—1,2). En outre, la
famille 4; = (a, b) = ((1,3,0,2),(2,7,-3,6)) génére G (en tant que base
de G) donc il existe (A3, A,) € R tel que g = A4(1,3,0,2) +A3(2,7,-3,6).
On en déduit I'existence de 4 nombres réels A, A,, A3, A, tels que :
w=2A;(1,0,1,-4) +A,(0,1,-1,2) + A3(1,3,0,2) + A,(2,7,-3,6).
Ainsi : |la famille 98 est génératrice de F + G|
Lerang de £ =((1,0,1,-4);(0,1,-1,2);(1,3,0,2);(2,7,-3,6)) vaut

1 01 2
0 13 7
Re(#)=Re| | _1 ¢ 3
-4 4 2 6 Ly —Ls—L1
1 0 1 2 Ly — Ly +4L,
01 3 7
=R8lo -1 -1 =5
0 2 6 14 LeLe,
1012 ba = la =2k,
|0 137
%8100 2 2
0000
=3,

Comme F + G = Vect (%) (d’apres la question précédente), on a:
dim (F+ G) = dim (Vect (%)) =3
_
=Rg(%)

5.3) Par les questions précédentes,

dim(F+G)=3 et
d’ot1 'égalité demandée.

dim(F) +dim(G)-dim(FNG)=2+2-1=3,



