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Consignes

® [ es scripts doivent étre correctement indentés, en mettant en valeur I'indentation a I'aide d'une
barre verticale.

® Le crayon A papier ne sera pas corrigé, ® 'usage de la calculatrice est interdit.

Présentation (écriture, propreté, marqueurs d’indentation du code, ...) :

=

Exercice 1 |
2024).

Le processus de Galton-Watson (Sujet Agro Véto Modélisation

Un modele de croissance probabiliste pour une espéce est le modéle de GALTON-
WatsoN. On considére une population dont on va décrire I'évolution génération par
génération. On appelle 7, la variable aléatoire qui compte le nombre d’individus a
la génération n et on considére que :

® les générations ne se superposent pas,

® chaque individu a un nombre aléatoire de descendants : le nombre de descen-
dants d'un individu est une variable aléatoire. Les variables aléatoires pour cha-
cun sont indépendantes et de méme loi.

On s'intéresse aux conditions sous lesquelles on a extinction ou survie de I'espéce.

® On dit que la lignée est éreinte a la génération n si Z, = 0, et on souhaite étudier
la suite (u,,) de terme général u,, =P (Z, = 0).
® On appelle probabilité d'extinction la limite (sous réserve d’existence) :
nl—ir}lmu" 3 nlir-l;l-oop [Z" = 0) i
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® Formellement, le modéle est donné par :
Z'l
Zem1, YneN, Zo=3 X.;
i=1

ol les variables aléatoires (X,,,);,, jenn- SONt @ valeurs dans N et sont indépen-
dantes et de méme loi, X,, ; est le nombre de descendants de I'individu numéro i

de la génération n.
Par exemple, si Z, = 12 alors Z,,,; =X, + --* + X, 2 est la somme du nombre de
descendants de chacun des 12 individus de la génération n. On remarquera que
comme Z, = 1,Z; = Xy qui est le nombre de descendants de l'unique individu
de la génération 0.

Dans toute cette partie, on supposera l'importation ci-aprés réalisée pour les simu-
lations.

 import random as rd

On rappelle alors que I'appel rd. random( ) renvoie un nombre aléatoire dans I'inter-
valle [0, 1].

1 |Z] Soit n € N*. Que vaut Z,, si toutes les variables X,, ; sont des variables
aléatoires constantes égales a g € N* ? En déduire lirrl u,= lim P(Z, =0).
n—s+oo n—+oo

d'j/gv7735?5b“9 iZ:fe- )<1?/.£ = 77 facluf +oulC
(“/")QN%UM . }ctamz)nramf-fw.t ne/?‘//
= X = Zc] ‘72?1/‘

2 g7 <[4 (o iy

P e R
2t dene

Z,

Mt

—
=

blot Igz
T Kawz_;—b{a@ alitsive (Zn )
Condlonls ek L7
Aga/w‘t P(Zn--—O):O-

: oo ' bnchow
J41LLATI 2 c{: o /}ufruCZb*ﬂmtz

@
Tt

u@frm _.Un - O
m =t




BCPST1 @ 2023-2024

- Poitiers

émN

/ Lycée Camiilé-Gu

g

F

3.2) Z] >_® Ecrire une fonction bernoulli(p) prenant en argument p
& Dans cette question uniquement, la loi de reproduction est la suivante : et renvoyant une simulation de X,, ;.
chaque individu a une probabilité p €]0,1] de donner deux descendants, par P ; )
exemple en se divisant, et 1-p de disparaitre sans descendant. Donner I'ensemble d"/é ba(‘)wu— e&' (
des vz}leurs prises par?,l = x&ﬂ.‘:‘a loi de probab'flité, puis calculer 'espérance et v ~ A romdem ( ) 4 f
la variance de Z, (exprimer lestésultats en fonction de p). d_
Ceturm
‘Z ()= {oaéwﬁa%mz@t | ce
O | o elpe.
_/UJ. Q&cvau{,’ &
Plz=3.)| I- | retwrm
! 3.3) >_% Compléter le code de la fonction galton_bern(p, n) ci-
/H,c’bo E [Z ] — Ox C I= ) + QX = : essous prenant en argument p et un entier n € N, et renvoyant une simu-
) 4 f f lation de Z,,. _
L def galton_bern(p, n): >
Pr Lo Hieorme o benwo §=_a_‘(p JES : :
E [29-] - 2/ (l. ) + £L ; for _“in range(1l, n+l):
f )J /9 Z_nouveau = O
‘:Pa/ .—GR, wmude dQ LJ)O ews : for _ in range(1, Z.+:.'L ) B
8 ' : Z_nouveau += _ bermow We&, (F)

V/ LE [21:’ E[ Z = Z_nouveau
f) }D return Z_nouveau
3.4) [Zl Pour estimer u, par 51mulanon, on peut sxmu.ler un grand

nombre de fois (10 fois par exemple) Z,, 4 1'aide de la fonction précédente,

3. [Etude compléte dans un cas particulier.] Dans tout le reste de l'exercice, la X e 3 : el Aol
et renvoyer la fréquence de fois ol cette simulation valait zéro. Ecrire une

loi de reproduction est la suivante : le nombre de descendants de chaque individu L iy TR § -
(c'est-a-dire X,, ;) suit une loi de BERNOULLI de parametre p €]0,1[. IR oD P e R (i LsnvlE-une valaur approchics
. de u, selon ce principe.

31) Z 2| Rappeler alors la loi de X,,; pour tout (n,i) € N x N* ainsi que "
sans justification 'espérance et la variance de X, ;. >—@ OLE, gﬂ'a-cw berny — exh net ( F /‘)"‘)

/g'ﬁf A‘Z%/}/)e'/’\))( N*} )(”["" G&ij) e . *—ém, A fmua.é(/l()iﬁ*%)i
X’n/;C_Q_) = {o/ :’Lé ) ?PCKW,.& -.r-O),: ]-}o ‘ ’ Jvé %aeérm__ bermy (}pln)z_—_

tewr + = 4

P(%n :ﬁ_) -5 |
_’b(af'uo L cours ) E[Xhl = /:> 1 Cetwrmy CowYofw /(/war—vr—&)
v[xi = pO-p)
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3.5) On suppose les appels suivants,

>>> galton_bern_extinct(0.9, 10)
0.669

>>> galton_bern_extinct (0.9, 100)
1.0

>>> galton_bern_extinct(0.5, 10)
1.0

>>> galton_bern_extinct (0.5, 100)
1.0

>>> galton_bern_extinct(0.1, 10)
1.0

>>> galton_bern_extinct(0.1, 100)
159
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Que peut-on raisonnablement conjecturer? Dans la suite, on souhaite éta-

blir ce résultat par le calcul.
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clenc 7#.& i /m.obafzn&té A Lexbuchon vaut L.

3.6) Démontrer par récurrence que pourtoutn e N*,Z, =0ouZ, =1
etque: P(Z,=1)= p" . (On pourra penser & appliquer la formule des probabilités

totales lors de I'hérédiré.)
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En déduire la valeur de lim oln = lim IP(Z,, =0). Interpréter le

résultat.
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