Corrigé des exercices
du livret de révisions

1.a FRACTIONS

1.
1,23 4_30 40 45 45163
2 3 4 5 60 60 60 60 60
La fraction % est irréductible, elle ne peut pas étre simplifiée. Lorsque le

résultat d’un calcul est un nombre rationnel, il faut toujours I'exprimer
sous forme irréductible. Dans notre petit calcul, pourquoi 60?7 Et pour-
quoi le résultat est-il irréductible ? Chaque réponse améne de nouvelles

questions.
2.
1 1 1 1 1 1 1 1 1
l—=-)Xx|z—=z|X[z—-)=2Xx=X—==—
2 2 3 3 4 2 6 12 144
3.
1 _ TYZ
Lyl 1 yetaz+tay
T y z
Pouvez-vous généraliser ce résultat avec plus de trois variables ?
4.
Ty 2 _ @ty
yz  zx o xy TYZ
Méme question que dans le calcul précédent.
5.
1+ ! = 1+ !
1+ o 1+ 25
z+1
= 1
+ 20 +1
3z +2
2241

Ici encore, pouvez-vous généraliser 7 Les nombres de Fibonacci ne sont
pas trés loin. . .



1.b PUISSANCES ET RACINES CARREES

1.
1+v2?—5v2 = 14+3v2+3v2 +v2° —5V2
= 14+3V2+6+2vV2-5V2
=7
2.

4+2v3 (4+2V3)(1—3)

1+v3  (1+v3)(1-V3)

4-4V3+2V3-2V3
12 -3

—2-23

L

= 1+3

On a réussi a éliminer les racines carrées en multipliant numérateur et
dénominateur de la fraction par la quantité conjuguée du dénominateur.

3. Une identité remarquable bien connue donne : x —y = (vr — /y)(v/x +
V/¥) donc

roy (I VDWE V)
VRN NZEN
= VE-VE

4. Toujours en utilisant les identités remarquables,

Vz+12y/(va -1y
[Vz +1] [V -1
(Ve + D)z - 1)

= |z—1]

\/x+2\/5:+1 r—2yr+1

Clairement, les identités remarquables (ici, (a + b)? = a? + 2ab + b? et
(a + b)(a — b) = a® — b?) sont nos amies.

1.c UN PETIT PEU DE LOGARITHME ET D’EXPONENTIELLE

—2In(3) _ _—1In(3%) _ L 1
€ =e T on® 9
2. )
o~ () +2m(3) _ Jn(F) _ %




eQw % 61—2x — €x+1—2x _ 61 —e
4.
e td — et —(a+1) _ ot
ea:+l
5.
In ((b) ) I (\/%) — 3 (5) — ~In(ab)
= 3ln(a) —3In(b) — = In(a) — = In(b)
5 7
= 3 In(a) — 3 In(b)
6.
4ln (%) —3ln(a) +5ln(b) = 4In(a) — 41n(b) — 31n(a) + 51n(b)
= In(a) + In(d)
In(ab)

2.b DERIVATION

1. Soit = € R.
f'(z) =32 + 10z — 3
2. Soit x € R. On a ici & dériver un quotient.
2z(2? +1) — (22 — 1)2x
($2 + 1)2
4x
(22 +1)2

flx) =

3. Soit z € R. On a ici & dériver une composée.
f(z) = 2ze™
4. Soit x € ] — 1,1[. On a ici & dériver une composée.

f'(z)

_ —2x _ -z
21 —22  VJ1—22

5. Soit x € R.

flx) = 58
r+VrZ+1

z+Vx2+1
V241

T+ Va2 +1
1

2241
On aici admis que la fonction f est définie sur R, et qu’elle y est dérivable.
Pouvez-vous le prouver ?




2.c INTEGRATION

222 |
1 1 1
= ln(2)+§—1+§—§
7
= In(2)— =

2. On intégre par parties en posant Va € [1;2], v'(z) = = et v(z) = ln(z),
de sorte que Vx € [1;2],u(z) = %zz et v'(z) = %

/1 e ln(e) de

I
—
[v)

g\
=
N~—

<
—
&

U

8

3. Posons Vz € [0; 1], u(x) = %ezz. On a Vz € [0;1],u/(z) = ze® . Ainsi,

IR 1
/ re” dr = / o' (z) dz
0 0

= [u(@)]
11
= 3973

4. Posons Vz € R,v' = sin(x) et v(z) = z, de sorte que Vo € R,u(z) =
—cos(z) et v'(x) = 1. A l'aide d’une intégration par parties :

/ngsin(x) de = /05 o (2)o(x) da




5. Posons u = cos(x). On a

T sin@) (@)
Ve el Gt T @)

Ainsi,

[ o = [ o

- [,

_ 1 _ 1
cos (%) cos(0)

= V2-1

3. DES RESOLUTIONS D’EQUATIONS DANS R

1. (a) Considérons I’équation
(E) |2z —-1|=3

Soit € R. z est solution de (FE) si et seulement si 2z — 1 = 3 ou
2r — 1= -3, cest adirex =2 ou x = —1.

(b) Considérons I’équation

(E)Ve+l=x
Soit z € R. x est solution de (E) si et seulement si x > 0 et vz + T =

m2, c’est a dire x > 0 et

(EY2?> —2—-1=0

L’équation (FE’) est une équation du second degré de discriminant A =

5. Les solutions de (E’) sont 145 et 155 Seule la premiére solution
de (E') est positive. Ainsi, x est solution de (FE) si et seulement si
T = —1+2\/5.

(c¢) Considérons I’équation
(E) e3;c+4 -9
Soit € R. z est solution de (F) si et seulement si 3z + 4 = In(2),
c’est & dire
In(2) — 4
3

xr =
(d) Considérons ’équation
(E) n(2x+1)+In(—z+1) =0

Soit x € R. Pour pouvoir considérer In(2z + 1) et In(—x + 1) il faut
avant tout que 2z +1 > 0et —x+1 > 0, c’est & dire x > —% et x < 1.
Nous supposerons donc que x € I, ou I = ]f%; 1 [ On a alors

In(2z+ 1) +In(—z + 1) = In((2z + 1)(—z + 1))



Ainsi, = est solution de (E) si et seulement si x € I et
2+ 1) (—z+1)=1
ou encore, en développant,
222 +2=0

Remarquons que
—22% + 2 = z(1 — 2x)

Ainsi, x est solution de (F) si et seulement si z = 0 ou z = % Remar-
quons que ces deux nombres réels appartiennent bien & l’intervalle
I

Considérons ’équation
(E) 42% —49 =0

Soit x € R. z est solution de (E) si et seulement si

49
2
Tt = —

4
c’est & dire x = % ouzr= f%.
Considérons ’équation

(B)z+L—3
x —_ =
x

Soit x € R*. x est solution de (F) si et seulement si (en multipliant
par x)
2?2 +1=32

ou encore
2 =324+1=0

On a la une équation du second degré de discriminant A = 5, dont

les solutions sont % et %

Considérons I’équation
(E) 6** —5e* +1=0

Soit x € R. Posons ¢t = e” (ou, ce qui revient au méme, = = In(t)). =
est solution de (E) si et seulement si

6t2—5t+1=0

On a la une équation du second degré de discriminant A = 1, dont
les solutions sont % et 1. Les solutions de I’équation (E) sont donc

3
les réels In (%) et In (%), que l’on peut écrire plus simplement — In(2)
et —In(3).



(d) Considérons I’équation
(E) n(14+e®)=x

Soit © € R. z est solution de (E) si et seulement si, en passant a
I’exponentielle,
14+e*=¢"

En multipliant par e®, cette égalité est équivalente &
e 41 = 2®

ou encore, en posant comme dans ’exercice précédent ¢ = e”,
t?—t—1=0

On a la une équation du second degré de discriminant A = 5, dont

les solutions sont #; = % et ty = 1’—2‘/5 Seule la solution ¢; est

positive. On a donc In(1 + e~%) = x si et seulement si

z=1In(t;) =1n <1 +2\/5>

3. (a) 1 est solution évidente de (E).

oit z € R. En développant, on obtient
b) Soi R. En dével bti
(x —1)(az® + bz +¢) = az® + (b —a)z® + (c — b)x — ¢

Une condition suffisante sur les réels a,b,c pour que (z — 1)(az? +
br +c) = 23 — 82?2 + 17z — 10 est donc

a =1
b—a = -8
c—b = 17
—c = -10
Facilement, les réels a = 1, b = —7 et ¢ = 10 conviennent.

(c) Soit x € R. Le réel x est solution de (F) si et seulement si
(z —1)(2® — Tz +10) =0
c’est & dire z = 1 ou
(B 2> =Tz +10=0

L’équation (E’) est une équation du second degré de discriminant
A = 9. Elle posséde deux solutions, qui sont 2 et 5. Finalement, les
solutions de (E) sont 1, 2 et 5.

(d) Soit x € R. On a

f(z) = exp(rz)
f'(x) = rexp(rz)
(@) = r?exp(re)

(@) = r’exp(rz)



De 14,
(@) — 8f"(x) + 17f(z) — 10f(z) = (r® — 8% + 17r — 10) exp(rz)
Comme r est solution de (E), 73 — 8r% + 17r — 10 = 0, et donc

f (@) = 8f"(x) + 17f'(x) — 10f(x) =0

4. LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

1. (a)
7 ™ 1
coS () = coS (271' + 7> = cos (g) =3
(b) s
. . m 2
sin () = sin (7T+ Z) = —sln (—) =T
(c)
cos _1m = cos 1Tn = cos 27r+5—7r = cos om —ﬁ
6 ) 6 ) 6,) 6,) 2
(d)
cos(xz + m) = —cos(x) et sin(z + m) = —sin(x)
2. Soit z € R.
(a) 2sin(xz) — 1 = 0 si et seulement si sin(z) = 3, cest & dire si et

seulement si il existe k € Z tel que

x:%+2k7roux:7r—%+2k7r

(b) sin(2z +7) = @ si et seulement si sin(2z) = —@, c’est & dire si et
seulement si il existe k € Z tel que

233‘:—%—}—2]{371' ou 2x:7r+%+2k‘7r
ce qui revient a

s T
T 6+ T oux 2—|—6—|—7r

() 4(cos(z))? — 2 =0 si et seulement si (cos(z))? = 1, c’est a dire

|

2
cos(zx) = ——-ou cos(zx) =

La premiére possibilité équivaut a l’existence de k € Z tel que

x:%+2kwoux:f%+2kﬂ

La deuxiéme possibilité équivaut & I'existence de k € Z tel que

x:%+2kw0ux:f%+2km




(d) On a

—2(sin(x))? +3cos(x) +3 = —2(1 — (cos(x))?) + 3cos(x) + 3
= 2(cos(z))? 4+ 3cos(z) + 1
Posons t = cos(z). Le réel x est solution de ’équation si et seulement

si
22+ 3t+1=0

Ceci est une équation du second degré dont le discriminant est A = 1.
Cette équation posséde deux solutions, qui sont —% et —1. Ainsi, z
est solution si et seulement si

1
cos(x) = —5 ou cos(z) = —1

La premiére possibilité équivaut a l'existence de k € Z tel que

2 2
x:§+2kwoux:—§+2kw

La deuxiéme possibilité équivaut a l’existence de k € Z tel que

z=kmw

5. DES ETUDES DE SUITES

SUITES ARITHMETIQUES
1. (a) Pour tout n € N,
Unt1 —Up =2(n+1)—1—-(2n—-1)=2
La suite (un)nen est arithmétique, de raison 2.
(b) Pour tout n € N,
Upp1 —tup =M +12—1—-(n>—1)=2n+1

La suite (up)neny n'est donc pas arithmétique, puisque ;11 — Uy
dépend de n.

(c) Pour tout n € N,
Unt1 —Up =D —2(n+1)—(5—2n) = -2

La suite (up)nen est arithmétique, de raison —2.
(d) Par définition, la suite (u,)nen est arithmétique, de raison 1.
(e) Pour tout n € N,
Upt1 — Up = 2N

La suite (up)nen n'est donc pas arithmétique, puisque w,y1 — Uy
dépend de n.



2. (a) Pour tout n € N,

w+...tu, = 2x0-1)+...+2xn-1)
2x(0+...4+4n)—1+...41)
= 2 )
= nn+1)—(n+1)
= (n—=1)(n+1)
= n?-1

(b) Cette suite n’est pas arithmétique.
(c) Pour tout n € N,

w+...+u, = (b-2x04+...+(5b—-2xn)
= (54+...45)—2x(0+...+n)
= 5(n+1)—2w
5(n+1)—n(n+1)
= (b—-n)(n+1)

(d) Pour tout n € N,
Up =Up+ N X2=2n+1
On en déduit

uF...tu, = 2x0+1)+...+2xn+1)
= 2x(0+...+n)+(1+...+1)
n(n+1)
2
= nn+1)+(n+1)
= (n+1)?

= 2 +(n+1)

(e) Cette suite n’est pas arithmétique.
3. Soit n € N. On a

Up = Up—1+2(n—1)
= Up—2+2(n—2)+2(n-1)
= Up—3+2n—3)+2(n—2)+2(n—-1)

= w+2x0+2x1+2x(n—-1)
= 14+2x0+1+4+...4+(n—1))

-1
= 1+2><n(nT)

= 14+n(n-1)

= nP-n+1

10



Pour une preuve rigoureuse, il conviendrait de faire une récurrence sur
n.

SUITES GEOMETRIQUES

1. Soita e R.Onaa= %a + 1 si et seulement si a = 3.
2. Soit n € N. On a

Un+1 = Unt1 — 3

= 71],”

La suite (v, )nen est donc une suite géométrique de raison %

3. On a vy = ugp — 3 = 2, donc pour tout n € N,

2 n
Uy = 093" =2 <3>

2 n
unzvn+3:2(3> +3

5. Comme |%| < 1, v, tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. De 14, u,
tend vers 3 lorsque n tend vers I'infini.

4. Pour tout n € N,

11



